
  
  

  

   .كنيم ي زير استفاده مي شود از رابطه ي بين دو بردار داده مي ي دو بردار و زاويه هنگامي كه اندازه :ي برآيند و تفاضل دو بردار اندازه
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  )مانند قطرهاي لوزي. (در حالت فوق بردار برآيند بر بردار تفاضل عمود است*
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  .يابد ها افزايش مي ها كاهش يافته و بزرگي تفاضل آن افزايش دهيم، بزرگي برآيند آن o180ي بين دو بردار را بر صفر تا  اگر زاويه :تذكر
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  :شود ي مقابل محاسبه مي از رابطه xي يك بردار با محور  زاويه :هاxي بردار با محور زاويه
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 ي بردار به دو مؤلفهتجزيه

  و تفاضل دو بردار بر اساس زاويه و بزرگي دو برداربرآيند
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)j,i( دو بر دار عمود بر هم در دستگاه يكه    
rr



  
  

  :ي برآيند چند بردار به روش تجزيه محاسبه
  .كنيم نيستند، تجزيه مي yو xابتدا بردارهايي را كه در راستاي محور .1
 .ناميم مي yRرا yگيريم و در راستاي مي xRرا  xبرآيند بردارها در راستاي محور .2
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cbaR
rrrr

++= 
 

  

  

  .صفر شود yو  xهاي نيرو در راستاي محور  شود كه برآيند مؤلفه هنگامي برآيند نيروها صفر مي
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  .اين حالت گوييم كه مجموعه در حال تعادل استدر *

ي بردار برآيند نيروهاي  هرگاه برآيند چند نيرو صفر باشد با حذف يك نيرو، اندازه. گوييم كه مجموع در حال تعادل است در اين حالت مي*

  .ي نيروي حذف شده و در خلاف جهت آن است اندازه مانده، هم باقي

  
  

  
) xمثلاً محور(در امتداد يك مسير مستقيم  0Vي با سرعت اوليه 0xاز مكان aاگر متحركي با شتاب ثابت :ي حركت با شتاب ثابت معادله

  .قرار گرفته xاي است كه متحرك در مكان لحظه tبه صورت زير است كه در آن SIي حركت آن در شروع به حركت كند معادله
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شود كه  به صورت زير محاسبه مي tجايي يك متحرك در حركت با شتاب ثابت در مدت جابه :ي حركت جايي با استفاده از معادله تعيين جابه
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زمان قسمتي از  - در حركت با شتاب ثابت نمودار مكان :زمان در حركت با شتاب ثابت - نمودار مكان

ي  تعيين كرده و با محاسبهتوان در هر لحظه مكان متحرك را  يك سهمي است كه با استفاده از آن مي
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ي سرعت زمان به  معادله oVي  و سرعت اوليه aدر حركت با شتاب ثابت  :زمان –ي سرعت معادله
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شيب ثابت خواهد بود كه شيب خط برابر شتاب  تغيير است، نمودار سرعت زمان، يك خط راست با
ي  نقطه( 0Vي ، سرعت اوليه)شيب خط(توان شتاب حركت  با تحليل اين نمودار مي. متحرك است

 تعادل و نيروي برآيند صفر

 برآيند چند بردار در يك صفحه

 

 جايي، سرعت و شتاب يك متحرك در حركت با شتاب ثابت مسائل و نمودارهاي حركت،جابه
 

  (x-t)زمان  –جايي به كمك نمودار مكانحركت و جابهياستفاده از رابطه

  زمان و برعكس - ي حركت به كمك نمودار سرعتزمان و معادله- ي سرعتتعيين معادلهي سرعت، استفاده  از معادله
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رخورد ي ب نقطه(است  V=0ي توقف و تغيير جهت كه و حتي لحظه) Vبرخورد نمودار با محور
 0xبا فرض آنكه(ي سرعت يا حركت  را مشخص كرده و با استفاده از آنها معادله) tنمودار با محور

  . را تعيين كرد) معلوم باشد
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   .زمان در حركت با شتاب ثابت، خط راستي موازي محور زمان است –نمودار شتاب  :تذكر

  
  

  
  

  

شروع به ) xمثلاً محور(در امتداد يك مسير مستقيم  0Vي و با سرعت اوليه aاگر متحركي با شتاب ثابت :امnي ثانيه tجايي در جابه
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و  1Vبرابر  1x، سرعت متحرك در مكان aبا شتاب ثابت ) xمانند محور (اگر در حركت بر روي يك مسير مستقيم  :ي مستقل از زمان رابطه
دقت كنيد كه عموماً از اين رابطه، هنگامي كه مدت زمان : (اي به صورت زير استفاده كرد توان از رابطه باشد، مي 2Vبرابر  2xدر مكان 

xaVV  .)كنيم جايي داده نشده است استفاده مي جابه ∆=− 22
1

2
2  

  
  

از سرعت خود بكاهد تا متوقف شود، زمان حركتش از  |a|در حركت بوده و بلافاصله با شتاب ثابت 0Vاگر متحركي با سرعت :زمان توقف
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توان فرض كرد متحرك در همان مسير و با  مي :ي آخر حركت كندشونده ثانيه tجايي در ابهبزرگي ج 

2  .گردد ي صفر برمي همان شتاب با سرعت اوليه
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با سرعت 2xاز مكان 2tي و در لحظه 1Vبا سرعت 1xاز مكان 1tي اگر متحركي در حركت با شتاب ثابت در لحظه :ي مستقل از شتاب رابطه

2V ي مستقل از شتاب در اي به صورت زير به نام رابطه توان از رابطه عبور كند ميSI استفاده كرد.  
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اي متحرك با هم برابرند  از آنجايي كه در حركت با شتاب ثابت، شتاب متوسط و لحظه :تعيين سرعت متوسط بدون در نظر گرفتن شتاب
اي در ابتدا  ميانگين دو سرعت لحظهتوان سرعت متوسط در يك مدت را به صورت  مي) زمان يك خط راست با شيب ثابت است - نمودار سرعت(

  .و انتهاي آن مدت محاسبه كرد
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شروع به حركت كند، بزرگي سرعت متوسط  aو شتاب ثابت 0Vي اگر متحركي با سرعت اوليه :تعيين سرعت متوسط با در نظر گرفتن شتاب
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  ): تند يا كندشونده(زمان در تعيين نوع حركت  - استفاده از نمودار مكان
txتوان تغييرات شيب نمودار مي .1   :اي است را بررسي كرد گر سرعت لحظه كه بيان −

txدر نمودار) توجه به شيب خط مماس بر نمودار(و علامت سرعت ) توجه به تقعر منحني(با توجه به علامت شتاب  .2 توان به نوع  ، مي−
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   اگر نمودار  ):تند يا كندشونده(در تعيين نوع حركت زمان  - استفاده از نمودار سرعت

بزرگي سرعت (به محور زمان نزديك شود، حركت متحرك كندشونده  زمان - سرعت

بزرگي (و اگر از محور زمان دور شود حركت متحرك تندشونده ) يابد كاهش مي

  .است) يابد سرعت افزايش مي
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در خلاف جهت محور  Vبه ازاي مقادير منفي) سطح زير نمودار(جايي  كه جابه

tVV( ي مستقل از شتاباستفاده از رابطه 
x( ∆

+
=∆ 2

12

,VatV( بررسي سرعت متوسط در حركت با شتاب ثابت   
VV

V( 0
12

2
1

2 +=
+

=

ها ونمودارهاي تركيبي مربوط به يك متحرك در حركت با شتاب ثابت مسئله

  تندشونده  
 كندشونده  

  با استفاده از نمودارها)تندشونده و كندشونده(تعيين نوع حركت

tV(استفاده از سطح زير نمودارباو سرعت متوسطمسافت طي شده،جاييجابه −(  



 در سقوط آزاد

 در سقوط آزاد

 در سقوط آزاد

 در سقوط آزاد

)x( )x(، در جهت محور Vو به ازاي مقادير مثبت ∆>0 لذا . خواهد بود∆<0
  .كنيم جايي كل و نيز مسافت كل طي شده به صورت زير عمل مي ابهبراي تعيين ج
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ينتوان براي تعي ي معين به صورت يك خط راست با شيب ثابت باشد، شتاب حركت ثابت بوده و مي زمان در يك بازه -اگر نمودار سرعت :تذكر

V 2   :در آن بازه به صورت زير نيز عمل كرد
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علاوه بر آن سطح زير . توان به نوع ثابت و يا متغير بودن شتاب حركت پي برد با استفاده از اين نمودار مي :زمان - نمودار شتاب

taنمودار   .دقت كنيد كه سطح زير نمودار مي تواند مثبت يا منفي باشد. است ∆)V(برابر تغيير سرعت متحرك −

taاگر نمودار :تذكر توان از روابط  باشد، شتاب حركت ثابت بوده و مي tخط راستي موازي با محور −

  .مربوط به حركت با شتاب ثابت در آن بازه استفاده كرد

  
  

CBtAtxي حركت متحركي به صورت به طور كلي اگر معادله :ي حركت با شتاب ثابت در تعيين نوع حركت استفاده از معادله ++= داده  2

و ضريب )A(يعني 2tعلامت باشند حركت الزاماً تندشونده و اگر ضريب هم )B(يعني tو ضريب )A(يعني 2tشده باشد، در صورتي كه ضريب

t يعني)B( علامت نباشند حركت در ابتدا كندشونده  هم)ي ي توقف از رابطه و بعد از آن تندشونده است كه لحظه) قبل از توقف
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  .شود محاسبه مي
)aV(علامت باشند هم Vو aاگر در حركت يك متحرك، در يك لحظه :Vو aتعيين نوع حركت با استفاده از در آن لحظه حركت  <0

)aV(علامت نباشند همVو aو اگر) يابد بزرگي سرعتش افزايش مي(متحرك تندشونده بوده  در آن لحظه حركت متحرك كندشونده  >0
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به طور كلي سقوط آزاد و يا پرتاب در راستاي قائم در شرايط  :ي حركت، سرعت، مستقل از زمان در پرتاب به پايين يا سقوط آزاد جسم رابطه
در اينجا عموماً جهت رو به بالا . كند خلاء، يك حركت با شتاب ثابت است، لذا تمامي روابط مربوط به حركت با شتاب ثابت براي آن صدق مي

ه جهت آنها رو به پايين است را با علامت منفي در نظر ك… جايي و  رو تمامي بردارهايي مانند سرعت، جابه كنيم، از اين را مثبت فرض مي
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دقت . به صورت زير است) پرتاب به طرف پايين يا سقوط آزاد(نمودارهاي مربوط به حركت و سرعت در اين حالت  :نمودارهاي حركت و سرعت
  .ايم كنيد كه جهت رو به بالا را مثبت فرض كرده

 جمع جبري

)a‐t(زمان-بررسي تحليلي نمودار شتاب

 ي حركتتعيين نوع حركت به كمك معادله

  ها در پرتاب به سمت پايين براي يك جسمي كميتمحاسبه



 در سقوط آزاد
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  .ه استدر پرتاب جسم به طرف پايين، سرعت و شتاب جسم همواره همسو بوده لذا حركت جسم تا قبل از رسيدن به زمين تندشوند :تذكر
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ي  اي بالاي سطح زمين رها شود، براي مقايسه اي از حال سكون، از نقطه اگر گلوله :ي مختلف جايي يك جسم در دو نقطه ي زمان و جابه مقايسه
ي پرتاب براي اين دو مكان نوشته و آنها را به صورت زير  اش را نسبت به نقطه جايي ي جابه زمان رسيدن گلوله به دو مكان مختلف، معادله

   ).نويسيم پرتاب مي ي در هر دو حالت معادله را نسبت به نقطه: (كنيم مقايسه مي

1
22

1
200

2
2
22

10
2
11

2
1
2
1

y
y

)
t
t

(
tVgty

tVgty
V

∆
∆

=⎯⎯ →⎯

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=∆

+−=∆
=

o

  

  : ي مختلف جايي يك جسم در دو نقطه ي سرعت و جابه مقايسه

ي مستقل از زمان  ي سرعت جسم در دو مكان مختلف، معادله اي بالاي سطح زمين رها شود، براي مقايسه اي از حال سكون، از نقطه اگر گلوله

  ).نويسيم ي پرتاب مي در هر دو حالت معادله را نسبت به نقطه: (كنيم را به صورت زير مقايسه مي جايي نوشته و آنها را براي دو جابه
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اش  جايي به پايين پرتاب شود، جابه 0Vي اي در بالاي سطح زمين با سرعت اوليه  اي از نقطه اگر گلوله :امn  ي ثانيه tجايي در  ي جابه محاسبه
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00: ي زماني متفاوت در سقوط آزاد داريم ها در دو بازه جايي ي نسبت جابه براي مقايسه :تذكر =V  12
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ي اول  جايي آن در ثانيـه  به طرف پايين پرتاب شود جابه oVاي با سرعت  اگر گلوله :هاي متوالي ها در ثانيه جايي ي جابه مقايسه
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  دهند مي gهاي متوالي در هر ثانيه تشكيل تصاعد حسابي با قدر نسبت  جايي است و جابه 1
  
  

    
جـايي در   جابه(متر  15هاي متوالي ديگر به ترتيب   متر و در ثانيه 5ي اول   هاي آن در ثانيه جايي اي از حال سكون رها شود، جابه اگر گلوله :تذكر
  .است...... و ) ي سوم جايي در ثانيه جابه(متر  25 و) ي دوم ثانيه

  .دهند مي 2gtهاي مساوي و متوالي تشكيل يك تصاعد عددي با قدر نسبت ثانيهtجايي جسم در  جابه :ي متوالي ثانيه tجايي در  ي جابه مقايسه
  

    
)V(اند از يك نقطه رها شده tي زماني ررسي حركت دو جسم كه با فاصلهب 00 بـه   gجايي كه شتاب حركت دو گلوله يكسان و برابـر  از آن :=

اي كـه بـا    ي دو گلولـه  صفر بوده و حركت هر يك نسبت به ديگري يكنواخت است، لذا فاصله نسبت به ديگريطرف پايين است، شتاب هر يك 

 ي مختلف براي يك جسمها در پرتاب به سمت پايين در دو نقطهي كميتمقايسه

  ام براي يك جسمnيثانيهtها در پرتاب به سمت پايين دري كميتمحاسبه و مقايسه

  پرتاب به سمت پايين براي دو جسمها دري كميتمقايسه و محاسبه



ي دوم است و  مدت زمان حركت گلوله 2t. (شود يابد و به صورت زير محاسبه مي ً افزايش مي اند، با افزايش زمان مرتبا رها شده tي زماني فاصله
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ghV  . رسند بديهي است كه در اين حالت هر دو گلوله با سرعت يكسان به زمين مي :تذكر 2=  
ي دوم از  ي گلولـه  ي اول به زمين رسيده باشد، در اين لحظه فاصـله  گلولهها، هنگامي است كه  ي بين گلوله در اين حالت، بيشترين فاصله :تذكر

  .ي دو گلوله از هم است زمين برابر بيشترين فاصله
) نسبت به زمين( 1hي اولي از ارتفاع اگر در اين حالت گلوله :اند ي مختلف پرتاب شده از دو نقطه tي زماني بررسي حركت دو جسم كه با فاصله
tttثانيه از حركت اولي به پايين پرتاب شود، tبعد از) نسبت به زمين( 2hي دوم از ارتفاع به طرف پايين پرتاب شود و گلوله += بـوده و   21

  ) رو به پايين مثبت: (كنيم ا را با هم مقايسه ميي حركت هر يك را  نوشته، سپس آنه معادله
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ي اوج سرعت گلوله صفر است، لذا اگر جهت رو به  در نقطهدانيم كه  مي :ي اوج ي زمان رسيدن به نقطه محاسبه

  :بالا را مثبت فرض كنيم، زمان رسيدن به اوج به صورت زير خواهد بود
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مان برگشت ي اوج با ز از آنجايي كه شتاب حركت گلوله ثابت است، زمان رفت تا نقطه :ي پرتاب اوليه محاسبه كل زمان رفت و برگشت به نقطه

  :ي پرتاب يكسان است، يعني زمان كل رفت و برگشت دو برابر زمان اوج بوده، لذا داريم ي اوج به سطح نقطه از نقطه
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از آنجايي كه در پرتاب گلوله از سطح زمين به طرف بالا، تا قبل از  :ي اوج نسبت به زمين ي ارتفاع نقطه محاسبه
ي اوج و تغيير جهت، حركت گلولـه   و بعد از توقف در نقطه(ي اوج حركت گلوله كندشونده است،  نقطهرسيدن به 

شـود   ي اوج گلوله متوقـف مـي   ي مستقل از زمان و اين مطلب كه در نقطه با استفاده از رابطه) شود تندشونده مي
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   .اي كه از سطح زمين به بالا پرتاب شده به صورت مقابل است نمودار حركت گلوله :تذكر
  

  
  

  

اگر جهت رو به بالا را مثبت فرض كنيم، براي تعيين سرعت  :ي سرعت ي خاص با استفاده از معادله ي سرعت و يا زمان در يك نقطه محاسبه

0VgtVي سرعت به صورت است، از رابطه Vاي كه سرعت ي معين و يا براي تعيين لحظه در يك لحظه دقت . كنيم استفاده مي =−+

 ي دو گلوله از هم فاصله

 پرتاب در راستاي قائم به طرف بالا

  در پرتاب به سمت بالا از سطح زمين)ي پرتاب و اوجنقطه(هاي نقاط مرزيي كميتمحاسبه

)VgtV(  هاي مختلف و برعكسي سرعت گلوله در پرتاب به طرف بالا در زمان محاسبه   yy o+−=



با علامت مثبت و اگر به طرف پايين باشد با علامت منفي در نظر  V، جهت حركت به طرف بالا باشدtي كنيد كه در اين رابطه اگر در لحظه
  .شود گرفته مي

  :اي كه از سطح زمين به بالا پرتاب شده به صورت شكل مقابل است زمان گلوله - نمودار سرعت :رتذك
  

  
  

ي نسبت به زمين با سرعت اوليه hاي از ارتفاع اگر گلوله :به طرف بالا) نسبت به زمين( hبررسي پرتاب گلوله از ارتفاع
0V اي در ارتفاع به بالا پرتاب شود، براي تعيين مدت زمان حركتش تا نقطهh′  از سطح زمين به صورت زير عمل

  :كنيم مي
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  :كنيم ي پرتاب تا رسيدن به زمين به صورت زير عمل مي بديهي است كه براي تعيين زمان حركت گلوله از لحظه :تذكر
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 بـا   ايـن حالـت     در  :از زمـين برسـد   hاي كه از سطح زمين به بالا پرتاب شده تا به ارتفـاع  بررسي زمان حركت گلوله
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  .آيد ي زير به دست مي به بالا پرتاب شده از رابطه oVي  اي كه با سرعت اوليه ام گلولهnي  ثانيه tجايي در  جابه :تذكر
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در اين حالت با توجه به اين كه  :اي كه از سطح زمين به بالا پرتاب شده ي مستقل از زمان براي گلوله بررسي رابطه

ارتفاع  hكنيم كه در آن ي مستقل از زمان به صورت زير استفاده مي گيريم، از رابطه جهت رو به بالا را مثبت در نظر مي
  .است Vاي است كه بزرگي سرعت در آن نقطه از سطح زمين براي نقطه
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ي بين سرعت در آن نقطه و سرعت اوليـه بـه صـورت زيـر      ي اوج معلوم باشد، رابطه ي موردنظر و ارتفاع نقطه ي بين ارتفاع نقطه اگر رابطه :تذكر
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در ايـن   :نسبت به زمين به بالا پرتاب شده است hاي كه از ارتفاع ي مستقل از زمان براي گلوله بررسي رابطه
ي مسـتقل از   ي زير بـه عنـوان رابطـه    حالت نيز با  توجه  به اين كه جهت مثبت رو به بالا فرض شده از رابطه
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 ي برخورد به زميندر لحظه
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جـايي گلولـه از     ي جابه اگر معادله :گذرد جا مي اي كه گلوله دو بار از آن  ي سرعت اوليه و ارتفاع نقطه محاسبه
، خواهيم ي پرتاب قرار گرفته است را بنويسيم نسبت به نقطه yاي كه گلوله در ارتفاع ي پرتاب تا لحظه لحظه
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هاي اين معادله بوده لذا  ريشه 2tو 1tدر ارتفاع موردنظر قرار دارد،2tو 1tهاي  جايي كه گلوله در لحظه از آن
  :ها داريم ي بين ريشه با توجه به رابطه
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  :را به صورت زير محاسبه كرد) زمان توقف( stتوان  در اين حالت مي :تذكر
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از آنجايي كه بزرگي سرعت گلوله در  :ارتفاع در پرتاب به طرف بالا ي بزرگي سرعت گلوله در نقاط هم محاسبه
از يك نقطه به طرف بـالا عبـور    1tي ارتفاع يكسان است، در صورتي كه بعد از پرتاب، گلوله در لحظه هم نقاط

نيز دوباره از همان نقطه به طرف پايين بگـذرد، بزرگـي سـرعتش در     2tي ثانيه بعد، يعني در لحظه tكرده و
  :شود ه به صورت مقابل محاسبه ميآن نقط
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  :شوند از زمين به بالا پرتاب مي tي زماني ي يكسان و فاصله بررسي حركت دو گلوله كه با سرعت اوليه

ي ديگـري بـا همـان     ثانيه بعد گلولـه  t، از سطح زمين به بالا پرتاب شده و0Vي اي با سرعت اوليه اگر گلوله

از سـطح زمـين بـه هـم      yبه دنبال اولي از زمين به بالا پرتاب شود و دو گلوله در ارتفـاع  0Vي سرعت اوليه

ي موردنظر نسـبت   و ارتفاع نقطه |)V(|ي به هم رسيدن يكسان بوده  ها در نقطه برسند، بزرگي سرعت گلوله

  .شود به زمين به صورت زير محاسبه مي
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پرتاب ي يكسان يكي رو به بالا و ديگري رو به پايين  بررسي دو گلوله كه از يك ارتفاع همزمان با سرعت اوليه

ي يكسان، يكي رو به بالا و ديگري رو به پايين  اگر دو گلوله مطابق شكل به طور همزمان با سرعت اوليه :شوند مي

  .شود ي زماني رسيدن آنها به زمين به صورت زير محاسبه مي پرتاب شوند تا به زمين برسند، فاصله

  بررسي حركت دو گلوله در پرتاب به طرف بالا

پرتاب به طرف بالادو عبور متوالي از يك نقطه در

 پرتاب دو گلوله در دو سوي مخالف

 .شوند دو گلوله كه از يك ارتفاع معين يكي روبه بالا و ديگري به پايين پرتاب ميحركتبررسي 



 ي به هم رسيدندر لحظه

g
Vtttt s
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12 22 ==−=∆  

  
 :انـد  هاي متفاوت يكي رو به بالا و ديگري به پايين پرتاب شده عين با سرعتبررسي دو گلوله كه از يك ارتفاع م

و دومي رو بـه پـايين بـا سـرعت      10Vي اوليه  ، اولي رو به بالا با سرعتhاگر دو گلوله به طور همزمان از ارتفاع
هـا بعـد از    ي بـين آن  پرتاب شده باشند، حركت هر يك نسبت به ديگري يكنواخت بوده، لذا فاصـله  20Vي اوليه

  :شود از پرتاب به صورت زير محاسبه مي tمدت زمان
t|VV|y 1020 +=∆  
اگر  دو گلوله  به طور   : ي متفاوت پرتاب شوند اوليه بررسي دو گلوله كه از يك ارتفاع هر دو به طرف بالا و يا هر دو به طرف پايين با سرعت

ثانيه بعـد   tها، ن ي بين آ پرتاب شوند، فاصله 20Vو 10Vي ، هر دو به طرف بالا و يا هر دو به طرف پايين با سرعت اوليهhهمزمان  از ارتفاع
  :از پرتاب به صورت زير خواهد بود

t|VV|y 1020 −=∆  
  
  

نسبت به سطح زمـين بـا سـرعت     hاي از ارتفاع اگر گلوله :اند كه به طرف هم پرتاب شده  زمان رسيدن دوگلوله
به بـالا پرتـاب شـود،     20Vي ي ديگري از سطح زمين با سرعت اوليه به پايين و همزمان با آن گلوله 10Vي اوليه

جايي هر يك نسبت به ديگـري بـه صـورت زيـر      ي جابه حركت هر يك نسبت به ديگري يكنواخت بوده لذا اندازه
  :شود محاسبه مي

t)V|V(|y 2010 +=∆  
  :طبيعي است كه اگر دو گلوله به هم برسند خواهيم داشت
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 yو xاي بين ، رابطهxoyي متحرك در صفحهي مسير حركت يك  به طور كلي معادله :ي حركت ي مسير با استفاده از معادله تعيين معادله
)y))t(fx,)t(gyو  xي حركت در امتداد محور مستقل از زمان است، لذا با استفاده از معادله و تشكيل يك دستگاه، بعد از حذف ==

t )اي بين رابطه) زمانy وx گوييم ي مسير حركت متحرك مي كنيم كه به آن معادله پيدا مي.  
دانيم كه بردار سرعت در هر لحظه بر مسير حركت متحرك  مي :ي مسير تعيين سرعت با توجه به معادله

هاي سرعت در آن لحظه به صورت زير  باشد، مولفه Vگي سرعت در يك لحظهمماس است، لذا اگر بزر
  :شوند محاسبه مي
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tan =θ  

  .آيد از شيب خط مماس بر نمودار مسير در آن لحظه به دست مي θكه در آن
   

 اند بررسي حركت دو گلوله كه به طرف هم پرتاب شده

 بررسي حركت در صفحه در حالت كلي

 ي مسير حركتمعادله



  
  

    :شود ، بردار مكان در هر لحظه به صورت زير بررسي مي)حركت در صفحه(با توجه به حركت دو بعدي متحرك  :تعيين بردار مكان در هر لحظه
j)t(gi)t(frjyixr
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22  .كنيم را تعيين، سپس بزرگي بردار مكان را محاسبه مي yو xي موردنظر در بردار مكان مقادير كه با قرار دادن لحظه yxr +=  
12ي زماني در يك بازه :جايي در صفحه تعيين جابه ttt جـايي و نيـز    ابـه تعيين و بعد از آن بـردار ج  2tو1tي ، بردار مكان را در لحظه∆=−

  :كنيم بزرگي آن را به صورت زير محاسبه مي
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سرعت متوسط و توان  شود مي جايي در واحد زمان بيان مي با استفاده از تعريف سرعت متوسط كه به صورت جابه :سرعت متوسط در صفحه
  .نيز بزرگي آن را در صفحه به صورت زير تعيين كرد
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كه در آن
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xVx ∆
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را به صورت  ∆rباشد بزرگي θها ي بين آن داده شده باشد و زاويه 2tو 1tي در دو لحظه 2rو 1rاگر بزرگي بردارهاي مكان به صورت :تذكر

sin(rrcosrrrrr(  :توان محاسبه كرد زير نيز مي rrr
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اي و بعـد از آن   بـردار سـرعت لحظـه    yو xاي در امتـداد محورهـاي   هـاي سـرعت لحظـه    مولفهتوان با تعيين  مي :اي در صفحه سرعت لحظه

22  .اش را محاسبه كرد بزرگي
yxyx
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  :شود در هر لحظه به صورت زير محاسبه مي xبين بردار سرعت و سوي محور θي زاويه :تذكر
x

y

V
V

tan =θ  

  .دقت كنيد) ها به عبارتي جهت آن( xVو yVهاي به علامت مولفه θبراي تعيين :تذكر
  
  

ي هـر يـك     اسـت كـه بـا محاسـبه     yو xدر اينجا شتاب متوسط نيز داراي دو مولفه در امتداد محورهاي :متوسط در حركت در صفحهشتاب 
  .توان بردار شتاب متوسط و نيز بزرگي آن را تعيين كرد مي
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  :داريم∆Vمعلوم باشد براي تعيين بزرگي θ)(ها ي بين آن اگر بزرگي بردارهاي سرعت و زاويه :تذكر

  )sin(VVcosVVVVV VVV
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ي حركت نسبت به  گيري از معادله ي سرعت نسبت به زمان و يا دو بار مشتق معادلهگيري از  با يكبار مشتق: اي در حركت در صفحه شتاب لحظه
  .كند را تعيين، سپس بزرگي آن را محاسبه كرد اي متحركي كه در صفحه حركت مي ي شتاب لحظه توان معادله زمان مي
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  اي در حركت در صفحهشتاب متوسط و لحظه

  اي در حركت در صفحهسرعت متوسط و لحظه

 جايي در صفحهجابهبردار مكان و



 رفت و برگشت كل

 اوج

اوج

  
  

شرط برخورد دو متحرك در صفحه اين است كه دو متحرك در يك لحظه بردار مكان برابر داشته، به عبارتي  :ي برخورد ويژگي مكان و يا لحظه
  .برابر باشند yو xدر يك لحظه داراي

    :ي برخورد دو متحرك در لحظه
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 ي مـورد  ي برخورد، با قراردادن لحظه توان بردار مكان، سرعت و يا شتاب هر يك را در لحظه مي )t(ي برخورد دو متحرك با تعيين لحظه: تذكر
  .ي حركت، سرعت يا شتاب تعيين كرد نظر در معادله

  
  
  

ي ي اوج آن از رابطهنسبت به افق به بالا پرتاب شود، زمان رسيدن به نقطه αي تحت زاويه 0Vاي با سرعت اگر گلوله :زمان رسيدن به اوج

  :آيدزير به دست مي
g
sinV

g

V
t y α

== 00
  اوج

ي اوج، با زمان برگشت گلوله از ي پرتاب تا رسيدن به نقطهدر شرايط خلاء زمان رفت گلوله از لحظه :پرتابي زمان رفت و برگشت به نقطه

  .ي پرتاب اوليه دو برابر زمان اوج استي پرتاب برابر بوده، لذا زمان رفت و برگشت به همان سطح نقطهي هم سطح با نقطهي اوج تا نقطهنقطه

g
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V
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ي سرعت هنگام برگشت به ي پرتاب با اندازهي سرعت در نقطهاندازه :ي پرتابسرعت در نقطه
ي پرتابه نسبت به افق هنگام ي پرتاب يكسان است و هم چنين زاويههمان سطح افقي نقطه

=α  .رفت و برگشت يكسان است cosVV x 00  
α= sinVV y 00  

ترين مقدار خود را دارد و به صورت زير  سرعت پرتابه در  اين نقطه كم :ي اوجسرعت در نقطه
  :شود بررسي مي

  Vy=0   :ي قائم سرعت در اوج برابر صفر استمؤلفه .1
minx  : است xVي افقي سرعت در اوج برابر مؤلفه .2 VcosVVV =α== 0  

  
روبه بالا پرتاب شود، بزرگي سرعت  0Vي نسبت به افق با سرعت اوليه αي اي تحت زاويهاگر گلوله :ي خاص سرعت در يك مكان يا لحظه

  .شوداين گلوله در يك مكان خاص به دوگونه محاسبه مي
  :در صورتي كه زمان حركت گلوله تا رسيدن به اين محل داده شده باشد.1

2
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2022 )sinVgt(VVVVV x
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  :در صورتي كه مكان متحرك در محل مورد نظر داده شده باشد .2

gyVV 22
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2 −=−    
   

 مسائل تركيبي

  در صفحهمسائل مربوط به برخورد دو متحرك

  برگشت خاصزمان رسيدن به اوج و زمان رفت و

  و يك مكانو يا يك لحظه)پرتاب و اوج(سرعت در نقاط مرزي



 كنيمتقسيم مي

  اوج
  

 اوج

 نصف برد

جاگذاري )
a
bx( 2

−
=  به ازاي 

  
  

  :كنيمي مقابل استفاده ميبراي تعيين ارتفاع اوج از رابطه :ي ارتفاع اوج در حركت پرتابي رابطه

2اوج  
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ي مسير حركت پرتابه معلوم باشد كافي اگر معادله  :ي مسير تعيين ارتفاع اوج به كمك معادله
ي اوج است را به دست آوريم، در اين اكسترمم تابع كه همان مختصات مكان نقطهاست 

(مشتق گرفته  xي مسير نسبت به صورت از معادله
dx
dy( دهيم تا  و مساوي صفر قرار مي

به دست yي مسير گذاشته تا معادله، سپس در )x(جايي در راستاي افقي به دست آيدجابه
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  .جايي كه در امتداد افق حركت پرتابه يكنواخت است از آن :ي برد پرتابه محاسبه

)      1ي  رابطه(  .كنيم رو استفاده مي ي روبه براي تعيين برد پرتابه ازرابطه .1
g
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t)cosV(xRكلي اگر زمان كل رفت و برگشت را داشته باشيم از رابطه .2 α== 0 
  .كنيم استفاده مي

12مقدار) 1(ي برد يك پرتابه وقتي بيشينه است كه در رابطه :ي بردبيشينه  =αsin 

  باشد o45=αيعني 
g

V
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2
04512 =⇒=α→=α o  

  
  

  .كنيم ها را به هم تقسيم مي را نوشته و آن Rو Hي  براي تعيين اين نسبت رابطه :نسبت ارتفاع اوج به برد پرتابه

  

α=
αα

α
=

α
α

=⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

α
=

α
=

tan
cossin

sin
sin

sin
R
H

g
sinV

R

g
sinV

H

4
1

4222
2 22

2
0

22
0

  

ي يكسان طوري پرتاب شوند كه زواياي پرتاب آن دو هرگاه دو پرتابه با سرعت اوليه :تذكر

  :متمم باشند، برد هر دو پرتابه يكسان است
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 ي اوج پرتابهتعيين ارتفاع نقطه   

 تعيين برد پرتابه

 ي بين برد و ارتفاع اوج پرتابهرابطه
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  :از سطح زمين αي  بندي كوتاه از روابط پرتاب تحت زاويه يك جمع

)A(  تصوير حركت قائم)ي قائمآينه(  )B(  تصوير حركت افق)ي افقيآينه(  )C(  حركت پرتابي)كلي(  
) ي قائمآينه(تصوير حركت بر روي محور قائم  -1

  .استgدار با شتاب ثابت حركتي شتاب
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  ي اوجروابط در نقطه -2
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تصوير حركت افقي، حركتي با سرعت  -1
  .ثابت و يكنواخت است

=αثابت  -2 cosVVx 0  
3- t)cosV(x α= 0  
  :برد حركت -4
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  :اگر سرعت برحسب زمان مطرح باشد -1
2

0
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22 )sinVgt()cosV(VVV yx α+−+α=+=  

  :اگر سرعت برحسب مكان مطرح باشد -2
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  ):مستقل از زمان yو xيرابطه(  ي مسير حركتمعادله -3
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   )A(جا زمان سقوط به سرعت اوليه بستگي ندارد  در اين :ي زمان سقوط محاسبه
  )B(   .شود جايي افقي به صورت زير محاسبه مي چون حركت در امتداد افق يكنواخت است جابه :جايي افقي ي جابه محاسبه
  )C(  . دقت كنيد كه بزرگي سرعت داراي دو مؤلفه افقي و قائم است :ي و يا يك مكان خاص سرعت در يك لحظه  ي محاسبه

ي در اين حالت زاويه. پرتاب شود مسير حركت آن مطابق شكل است 0Vاي از يك بلندي با سرعت افقي هرگاه گلوله

پرتابه نسبت به افق صفر و در نتيجه 
⎩
⎨
⎧

=α
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cos
sin تصوير حركت  –كلي است، لذا روابط حركت پرتابي در سه نگاه

  .آيدبه صورت  زير به دست مي) ي قائمآينه(و تصوير حركت قائم ) ي افقيآينه(افقي 
)A(  تصوير حركت قائم)ي قائمآينه(  )B(  تصوير حركت افقي)ي افقيآينه(  )C(  حركت پرتابي)كلي(  
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  ي اوج نداريممطابق شكل، نقطه* 
  .بستگي ندارد oVزمان حركت به *

tVx
VVx
×=

=

0
0  

  

  :اگر سرعت برحسب زمان مطرح باشد -1
22

0
22 )gt(VVVV yx −+=+=  

  :اگر سرعت برحسب مكان مطرح باشد -2
gyVV 22

0
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0      :           ي مسير حركتمعادله -3
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گيريم كه بر سطح افقي داراي اصطكاك را مطابق شكل در نظر مي mجسمي به جرم  :نيروهاي وارد بر جسم از سكون تا لغزشبررسي . 1
Fتحت اثر نيروي

r
  . باشداين جسم تحت اثر سه نيرو مي. كندحركت مي

  .شودي زمين وارد ميشود و واكنش آن از طرف جسم به مركز كرهي زمين به جسم وارد ميكه از طرف كره Wنيروي وزن )الف
Fنيروي كشش )ب

r
شود و واكنش آن در خلاف جهت به عامل كه از طريق نخ بر جسم وارد مي

  . شودوارد مي Fبوجود آورنده نيروي
  .كنيم نيروي سطح كه آن را به دو نيروي عمودي سطح و نيروي اصطكاك تجزيه مي )پ

يابد ولي در هر لحظه اين نيز افزايش مي sfمقدار نيروي اصطكاك در حال سكون Fتا زماني كه جسم ساكن است با افزايش نيروي كشش 
در اين حالت نيروي اصطكاك ايستايي . گيردي حركت قرار ميدر يك لحظه جسم در آستانه) استo=ΣFچون . (اندازه هستند دو نيرو هم

  :آيددست ميي زير بهي آن از رابطهحداكثر بوده و اندازه

  نسبت به زمين hپرتاب افقي از ارتفاع 

α



⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

fk

Vo
V=o

Nf smaxs ×µ=  
  
  

اصطكاك در حال حركت يا . (ماند كه آن را اصطكاك لغزشي گويندپس از حركت نيروي اصطكاك كاهش يافته و ثابت مي
  ).اصطكاك جنبشي

Nf kk ×µ=  
  
  

يابد نيز افزايش مي sfنيروي اصطكاك ايستايي Fبه نمودار زير توجه كنيد با افزايش نيروي كشش 
sfFولي در هر لحظه  ثابت بوده و مقدارش از  kfاست و هنگام حركت نيروي اصطكاك لغزشي  =

maxsf تر است كم.   kskmaxs
kk

smaxs ff
Nf

Nf
µ>µ⇒>⇒

×µ=
×µ=  

maxsfFشرط نلغزيدن جسم بر روي سطح   ≤  
  .تر باشد كوچك maxsfاز  Fنيروي كششكه جسم بر روي سطح نلغزد آن است كه  شرط آن

هاي مختلف با توجه به نيروهاي وارد بر نيروي عمودي سطح در شكل :ي نيروي اصطكاكاهميت نيروي واكنش عمودي سطح در محاسبه. 2
عمودي سطح را مشخص كرده سپس نيروي ي نيروها در دو راستاي موازي سطح و عمود بر سطح، نيروي جسم متفاوت است بنابراين با تجزيه

  .در شكل زير چند نمونه براي سطح افقي نشان داده شده است. آوريمدست مي اصطكاك را به

  
  

  

22)                                                          در حال سكون(  :توان نوشتهاي مختلف ميدر مورد نيروي سطح در حالت
sfNR += )1  

222)   ي حركتدر آستانه(  1 s
NsmaxsF

maxs NRfNR µ+=⎯⎯⎯⎯ →⎯+= µ= )2  

222)                               در حال حركت(    1 kk NRfNR µ+=⇒+=  
  
  

اگر اصطكاك ناچيز ) پرتاب شود(بر سطح افقي حركت داده شود،  oVي اگر مطابق شكل جسمي با سرعت اوليه :ي شتاب توقفمحاسبه. 1
و طي  stصورت در اثر نيروي اصطكاك با حركت كند شونده پس از زمان يكنواخت خواهد بود، در غير اين oVباشد حركت جسم با سرعت 

gaشتاب حركت  .شودمتوقف مي sdمسافت  kµ= اين شتاب مستقل از جرم جسم است، يعني تغيير جرم جسم تاثيري بر . خواهد بود
  :هاي زير دقت كنيدبه شكل و رابطه. شتاب حركت و زمان توقف و مسافت طي شده تا توقف نخواهد داشت

gamamgmafmaF kkk µ=⇒=µ−⇒=−⇒=Σ o  

   :ي زمان و مسافت توقفمحاسبه. 2
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اگر برآيند نيروهاي وارد بر جسم برابر صفر باشد به عبارتي نيروي محرك هم اندازه با نيروي مقاوم  :حركت يكنواخت جسم در سطح افقي. 1

  .هاي زير توجه كنيدبه نمونه. باشد، حركت جسم بر سطح افقي يكنواخت خواهد بود

 (N)سطح  نيروي عمودي

 ضريب اصطكاك در حال سكون

 )ي لغزش در آستانه(نيروي اصطكاك بيشينه در حال سكون 

 نيروي عمودي سطح

 ضريب اصطكاك لغزشي

 (N)نيروي اصطكاك جنبشي 

  دار جسم بر سطح افقي حركت يكنواخت و شتاب



f1

F F-
m1

  
  

mgfFmafFmaF kkk µ==⇒==−⇒=Σ o                                       )الف  
  
 
  
 
  
  

)sinFmg(cosFmaF)sinFmg(Nf k
a

kkk α−µ=α⇒==Σ⎯⎯→⎯α−µ=µ= =
o

o                                             )ب  
  
هاي فوق براي نمونه. دار خواهد بود شتابچه برآيند نيروهاي وارد بر جسم برابر صفر نباشد حركت  چنان :دار جسم بر سطح افقي حركت شتاب. 2

mamgFmafF  :توان نوشتدر اين حالت مي kk =µ−⇒=− )الف  
ma)sinFmg(cosFmafcosF kk =α−µ−α⇒=−α )ب  

  
  

 

در نظر بگيريد چند جسم مطابق شكل تحت اثر  :ي نيروي تماسي بين دو جسممحاسبه
كل . كنند و سطح داراي اصطكاك استبر سطح افقي حركت مي Fنيروي محرك 

   .هستند 3fو  2fو  1fو مقاوم  Fمجموعه تحت اثر نيروهاي خارجي محرك 
)براي كل دستگاه(

a)mmm()fff(FamF 321321 ++=++−⇒×Σ=Σ   
  

  .ها به صورت مقابل خواهد بوداگر اجسام را جداگانه در نظر بگيريم نيروهاي كنش و واكنش بين آن
  .ها و يا دو جسم را با هم در نظر گرفتو يا تك تك آن توان قانون دوم نيوتون را براي كل مجموعهي قبلي ميمانند نمونه 

  
كه با توجه به اين) ساكن باشند(در نظر بگيريد يك يا چند جسم در راستاي افقي يا قائم در حال تعادل باشند  :شرط تعادل اجسام

)Fa( oo =Σ⇒= اجسام در  هاي زير كهي شكل به نمونه. برآيند نيروهاي وارد بر هر يك از اجزاء و كل مجموعه برابر صفر خواهد بود
  . حال تعادل هستند توجه كنيد

  . در حال تعادل هستند 2fو  1fهاي و اصطكاك Fدو وزنه تحت اثر نيروي محرك )الف
2121) براي مجموعه( ffFffFF +=⇒=−−⇒=Σ oo  

  

  
                             11 fFFfFFF +′=⇒=−′−⇒=Σ oo   ⇒ ) 1برايm(  

  

  
    22 fFfFF =′⇒=−′⇒=Σ oo                                ⇒  ) 2برايm(  

هاي سبك دو جسم آويخته شده با نخ )ب
  .در حال تعادل هستند

g)mm(T 211 براي ( ⇒=+
  )ي دو وزنهمجموعه

gmTT 121   )1mبراي( ⇒=+
gmT 22   )2mبراي( ⇒=

  
  

در حال  Mاي به جرم ي نخ سبك عبوري از قرقرهبه وسيله mجسم )پ
  .كشش در سرتاسر نخ سبك يكسان است. تعادل است

mgT   )mبراي جسم ( ⇒=
MgmgMgTT +=+=′⇒   )براي قرقره( 22

  

  
اگر در طول مسير يك نخ، نيروسنج قرار دهيم، همواره نيروسنج كشش  :توجه

  .دهدآن نخ را نشان مي
  

 استارنيروهاي همتعادل اجسام در اثر



  
اگر جسمي تحت اثر چند نيرو واقع در يك صفحه در حال تعادل باشد  :نيروهاي شرط تعادل و محاسبه 

توان هر يك از نيروهاي وارد بر جسم را ي نيروها، ميبراي محاسبه. برآيند اين نيروها برابر صفر خواهد بود
. هاي نيروها را بر دو محور مساوي صفر قرار دادلفهتجزيه كرد و برآيند مؤ yو  xدر راستاي محورهاي 

اين جسم تحت اثر سه . ي دو نخ سبك از سقف آويخته شده استي زير كه جسمي بوسيلهمانند نمونه
mgwنيروي وزن    .در حال تعادل است 2Tو  1Tهاي نخ  و كشش =
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ايد كه اگر در قسمت بردارها فرا گرفته: هاي سينوساستفاده از رابطه :تذكر
  .هاي زير استفاده كردتوان از تساوي نسبتبرآيند سه  نيرو برابر صفر باشد مي

32
2

1
1

θ
=

θ
=

θ sin
mg

sin
T

sin
T

  
  

  
  

حالت جسم تحت اثر دو نيرو خواهد بود، نيروي  در اين :ي شتاب لغزشبررسي نيروها و محاسبه
چون اصطكاك ناچيز است نيروي سطح همان . (Nو نيروي واكنش عمودي سطح  mgوزن 

  : ي عمود بر هم داريم با تجزيه نيروي وزن به دو مؤلفه). نيروي عمودي سطح خواهد بود
  α=⇒=α⇒=Σ singamasinmgmaF  

  
 αsingدار بدون اصطكاك به سمت بالا پرتاب كنيم، باشتاب  از پايين سطح شيب oVاگر جسمي را با سرعت اوليه  :ي مهم نتيجه

يعني تغيير جرم جسم . اين شتاب مستقل از جرم جسم است. گرددي شتاب تندشونده، به پايين برميرود و با همان اندازهبالا مي كندشونده
ي ي پرتاب يكسان و سرعت پس از بازگشت به نقطهزمان رفت و برگشت به نقطه. داردتاثيري بر شتاب و زمان رفت و برگشت و سرعت ن

  )مانند پرتاب جسم در راستاي قائم در شرايط خلاء. (است oVپرتاب هم اندازه با 

a
Vds 2

2
o=) مسافت طي شده به سمت بالاحداكثر(

a
V

t s
o22 )زمان رفت و برگشت(=

a
Vts
o=)زمان 

   )بالا رفتن تا توقف
  

  
حالتي را در نظر بگيرد كه جسم ساكن بماند و  :تعيين ضريب اصطكاك ايستايي

. است )R(و نيروي سطح  )W(جسم تحت اثر دو نيروي وزن. به پايين تلغزد
mgWRباشد پس  مي o=ΣFچون  هاي دو نيرو را مولفه. خواهد بود ==

  .دهيمدر شكل نشان مي
 :در اين حالت نيروي اصطكاك از نوع ايستايي و برابر است با

α=⇒=Σ sinmgfF so  
  :توان نوشتي حركت به سمت پايين قرار گيرد ميدار را به تدريج افزايش دهيم تا جسم در آستانه شيبي سطح اگر زاويه

sssmaxs tansinmgcosmgNf µ=α⇒α=αµ=×µ=  
stanشرط نلغزيدن جسم در اين حالت اين است كه  µ≤α  باشد، اگرstan µ>α لغزدباشد جسم به پايين مي.  

اگر هنگام لغزش جسم به سمت پايين سطح  :لغزشي تعيين ضريب اصطكاك
دار، زاويه سطح را با افق كاهش دهيم تا جسم به طور يكنواخت بلغزد،  شيب
o=ΣF صورت نيروي سطح وارد بر جسم در اين.  خواهد شدmgWR == 

 استارتعادل اجسام در اثر نيروهاي ناهم

 دار تنها سطح شيب

  به سمت پاييناصطكاكدار بدونر سطح شيببلغزش آزاد جسم

  دار سكون يا لغزش يكنواخت جسم تنها روي سطح شيب



α=µخواهد بود و  tank ين حالت با لغزش شتابدار جسم با مقايسه ا. شودمي
skشود نتيجه مي µ<µ است .  

α=µ⇒αµ==α⇒=Σ tancosmgfsinmgF kkko  
  
  

با داري كه داراي اصطكاك است  اگر مطابق شكل جسمي را بر سطح شيب :ي شتاب رفت و برگشتمحاسبه
cos(singa(به سمت بالا پرتاب كنيم با شتاب  1Vي سرعت اوليه k αµ+α−=1 كندشونده بالا مي-

cos(singa(رود و در صورت بازگشت با شتاب  k αµ−α=2   ها اين شتاب. گرددتندشونده بر مي
  .كندتغيير نميها ي شتابمستقل از جرم جسم هستند و با تغيير جرم، اندازه

)cos(singacosmgf,mafsinmgmaF kkkk αµ+α−=⇒αµ==−α−⇒=Σ    )رفت(111
)cos(singamafsinmgmaF kk αµ−α=⇒=−α⇒=Σ   )برگشت(222

  : توان نوشتبا توجه به روابط مستقل از زمان براي رفت و برگشت مي :ي مهمنتيجه
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دار قرار  موازي سطح شيب Fدار تحت اثر نيروي محرك  هنگامي كه يك جسم بر سطح شيب .نيروي اعمال شده به طرف بالا است. 1

  .هاي زير اتفاق بيفتد گيرد ممكن است حالت مي
دار ساكن  كند و يا بر سطح شيب دار بدون اصطكاك بوده و جسم با سرعت ثابت حركت مي سطح شيب )الف
=⇒α=⇒==Σ  :اين صورت خواهيم داشت ماند در مي sinmgFmaFa oo  
  
  .حركت كند )a(دار داراي اصطكاك بوده و جسم به سمت بالا با شتاب  سطح شيب )ب

mafsinmgFmaF k =−α−⇒=Σ  
)a(حركت ممكن است تندشونده   :تذكر o>  و يا كندشونده)a( o< باشد.  

  .حركت كند )a(داراي اصطكاك بوده و جسم به سمت پايين با شتاب  دار شيب سطح )پ
mafFsinmgmaF k =−−α⇒=Σ  

دار داراي اصطكاك ساكن  كه جسم بر سطح شيب براي اين Fو حداقل نيروي  براي تعيين حداكثر )ت
ي لغزش به  گيريم و بار دوم در آستانه ي لغزش به سمت بالا در نظر مي يك بار جسم را در آستانه. بماند

α+=⇒=Σ  .كنيم را تعيين مي Fسمت پايين و حدود نيروي  sinmgfFF maxsmaxo    

maxsmin fsinmgFF −α=⇒=Σ o  
  .در حدود زير باشد Fدار ساكن بماند اين است كه نيروي  كه جسم بر سطح شيب شرط اين بنابراين

maxsmaxs fsinmgFfsinmg +α≤≤−α  
به سمت پايين باشد ممكن است جسم در  Fاگر نيروي  :نيروي اعمال شده به طرف پايين است. 2

maxsfsinmgFF  :توان نوشت ي حركت به سمت پايين باشد در اين صورت مي آستانه =α+⇒=Σ o  
kfsinmgFF  : توان نوشت اگر حركت يكنواخت به سمت پايين باشد مي =α+⇒=Σ o  

mafsinmgF  :توان نوشت دار به سمت پايين باشد مي شتاب  نهايت اگر حركت درو  k =−α+   
   

 دار موازي سطح شيبFدار تحت اثر نيروي محركبررسي حركت يك جسم بر سطح شيب

  دار داراي اصطكاك و بررسي رفت  و برگشت آنپرتاب جسم روي سطح شيب
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اگر نيروي وارد بر جسم ناموازي با سطح  :تحليل نيروها و رفتار نيروي اصطكاك. 1
عمود شيبدار باشد، مانند شكل زير اين نيرو را بر روي دو راستاي موازي با سطح و 

ممكن است جسم به سمت بالا حركت كند و يا به سمت . كنيمبر سطح تجزيه مي
ي لغزش به سمت بالا و يا پايين پايين و يا بر سطح ساكن بماند و يا در آستانه

:اگر جسم به سمت بالا حركت كند خواهيم داشت.باشد
⎩
⎨
⎧

α+αµ=
=−α−α

)sinFcosmg(f
mafsinmgcosF

kk

k  

mafcosFsinmg  :به سمت بالا خواهد بودو مي توان نوشتاگر جسم به سمت پايين حركت كند، اصطكاك  k =−α−α  
  .خواهد بود maxsfي لغزش اصطكاك برابر و در آستانه o=aبراي حركت يكنواخت 

  
ي شكل زير بر اگر چند جسم با يكديگر مانند نمونه :هاي كشش نختحليل نيروها و محاسبه

توان قانون دوم نيوتون را براي سطح شيبدار بدون اصطكاك به سمت بالا در حركت باشند،مي
با توجه به برآيند نيروها و . ها و يا دو به دو در نظر گرفتها و يا تك تك آني وزنهمجموعه

  . ونده و يا كندشونده باشدجهت حركت، ممكن است حركت يكنواخت يا تندش
a)mmm(singmsingmsingmF 321321 ++=α−α−α− ) براي كل

  )دستگاه
amsingmTF 111 =α−− )1برايm(  

  .ها شرايط يكساني دارند، استفاده كردهاي زير نيز در اين حالت كه وزنهتوان از نسبتمي
3
2
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هاي فوق برقرار نسبت. هاي در حال حركت يكسان باشدشرطي كه ضريب اصطكاك جنبشي براي وزنهاگر سطح داراي اصطكاك باشد به 
  .بي تاثير هستند αsinmgهاي  هستند و اصطكاك و مولفه

  
  
  

اگر يك يا چند جسم در راستاي قائم در حال حركت باشند با توجه  :دستگاه و كشش طناب ي شتابمحاسبه
ي شتاب حركت يا توان قانون دوم نيوتون را براي محاسبهبه جهت حركت و نيروهاي وارد بر اجسام مي

  . هاي نخ اجرا نمودكشش
  ) شرايط خلاء. (هاي زير توجه كنيدبه نمونه شكل

توان  شوند، قانون دوم نيوتون را براي كل دستگاه و تك تك مي به سمت بالا كشيده مي 2mو 1mدو جسم  )الف
  :نوشت

mm(g)mm(F(a) براي كل دستگاه( 2121 +=+−   
1m                           (amgmTFبراي(  11 =−−   

221 m
T

mm
F

=
+

2m                                (amgmTبراي (           22 =−  

      :توان نوشت شود باتوجه به قانون دوم نيوتون مي ي فنر به سمت بالا كشيده مي به وسيله mجسم   )ب
kxF,mamgFmaF)نيروي كشش فنر( ==−⇒=Σ   

  
  

 

 دار ناموازي سطح شيبFدار تحت اثر نيروي محركبررسي حركت جسم روي سطح شيب   

  داربررسي حركت چند جسم با يكديگر بر سطح شيب

 هاي نيوتون در راستاي قائم كاربردقانون

 بررسي حركت يك يا چندجسم در راستاي قائم



  تندشونده)          شتاب رو به بالا(
 كندشونده)      شتاب رو به پايين(

  تندشونده)          شتاب رو به پايين(
 كندشونده)            شتاب رو به بالا(

خواهد  o<aو در صورت  كندشونده بودن  o>aاگر حركت تندشونده باشد 

اگر جسم در هوا در راستاي قائم حركت كند، نيروي مقاومت  :تحليل حركت جسم در هوا تحت اثر نيروي قائم. 1

جسمي تحت . به شكل زير توجه كنيد. خواهد بود) نيروي مقاوم(هوا وارد بر جسم همواره در خلاف جهت حركت 

  .كند به سمت بالا يا پايين حركت مي fو مقاومت هواي  Fاثر نيروي 

mamgfF  .كند جسم به سمت بالا حركت مي) الف =−−  

maFfmg  .كند جسم به طرف پايين حركت مي) ب =−−  
اگر جسمي را در هوا رها كنيم به تدريج سرعت جسم افزايش يافته و مقاومت هوا نيز  :سقوط آزاد جسم در هوا. 2

زمين مقاومت هوا و وزن جسم هم اندازه شوند و حركت جسم ممكن است قبل از برخورد با . يابدافزايش مي

⎯⎯=o) حركت يكنواخت(  )سرعت حد(يكنواخت گردد  →⎯=−⇒=Σ = amafmgmaF fmg  

ma)fmg(maF :توان نوشت بالا پرتاب كنيم حركت كندشونده خواهد بود مي سمتاگر جسم را به  =+−⇒=Σ o  

    
  

  
با توجه به شكل نيروي كشش كابل آسانسور را با توجه به نوع   :شتاب و كشش كابل آسانسور يمحاسبه. 1

    .كنيمحركت و جهت حركت محاسبه مي
⎩
⎨
⎧

<
>
o

o

a
a )ag(MTMaMgT +=⇒=−  

                   

  

  .حركت به سمت پايين) ب
⎩
⎨
⎧

<
>
o

o

a
a  )ag(MTMaTMg −=⇒=−  

                   
MgTMgTa.ساكن باشد و يا با سرعت ثابت حركت كند، كشش كابل هم اندازه با وزن آسانسور است آسانسوراگر  )ج =⇒=−⇒= oo  
-در آسانسور روي باسكول ايستاده باشد و يا وزنه mاگر شخصي به جرم  :ي نيروي سطح وارد بر شخص يا جسم داخل آسانسورمحاسبه. 2

هم اندازه با نيروي عمودي . دهندعددي كه باسكول يا نيروسنج نشان مي. آويخته شده باشد از سقف آسانسور) نيروسنج(اي توسط فنر 
ag(mNmamgN(  .سطح يا نيروي كشساني فنر است +=⇒=− )1  

 )ag(mNmaNmg −=⇒=− )2  
     mgNmgN =⇒=− o )3  

  

  .استي نيروي كشش نخ يا فنر متصل به جسم كه از سقف آويزان محاسبه
           mgFmgF =⇒=− o )3 )ag(mFmaFmg −=⇒=− )2  )ag(mFmamgF +=⇒=− )1  

)m( تغيير طول فنر→= kxF )4  
 

  
  

مطابق شكل با عبور نخ سبك از قرقره و وارد كردن نيروي محرك  ):حالت تعادل(ي ثابت قرقره. 1
F  به انتهاي نخ كشش در سرتاسر نخ يكسان و هم اندازه با نيرويF است.  

mgTFدر حالت تعادل  FTTو  == 22 mباشد و اگر در حالت تعادل جرم قرقره مي ′== ′ 
gmFgmTT  :توان نوشت باشد، مي ′+=′+=′ 22  

  
mgFاگر )mamgF(  . باشد حركت وزنه تندشونده به سمت بالا خواهد بود< =−  

mgFو اگر )maFmg(  باشد حركت وزنه تندشونده به سمت پايين   > =−  

 آسانسور

  اثر مقاومت هوا در حركت اجسام در راستاي قائم

)m/N( ثابت فنر 

 .حركت به سمت بالا) الف

 ي ثابت و متحرك و ماشين آتوودقرقره

  ......سطح ونيروي عمودي-نيروي كشش كابل



  .جايي در سمت راست و چپ قرقره يكسان استشتاب و جابه ،بزرگي سرعت :تذكر
و  1mي ثابت و دو وزنه آتوود، مطابق شكل از يك قرقرهماشين  :و كشش طناب شتاببررسي . 2
2m21اگر. تشكيل شده است mm آيد و با شتاب به پايين مي 1mدر نظر گرفته شود وزنه <

-هر وزنه تحت اثر دو نيروي وزن و كشش نخ مي. رودبالا ميي شتاب با همان اندازه 2mوزنه 

.شودكشش نخ و شتاب حركت از روابط زير محاسبه مي. باشد
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⎨
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2  

g)mm(F:  در حالت تعادل داريم: حالت تعادل.1 ′+=2)m    .)جرم قرقره است ′
  
  
ي متحرك ي ثابت و يك قرقرهدر شكل مقابل تركيب يك قرقره :بررسي شتاب و كشش نخ. 2

2با شتاب  2mي پايين بيايد، وزنه aبا شتاب  1mي اگر وزنه. نشان داده شده است
a  بالا

2برابر  2mيباشد، سرعت وزنه Vبرابر  1mي اگر سرعت وزنه. رودمي
V جابه. خواهد بود -

:توان نوشتمي. است 1mي  جايي وزنهنصف جابه 2mي جايي وزنه

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=−

=−

22 22

11
amgmT

amTgm

  
  
  

  
  

هاي زير حركت ي شكلچنانچه دو يا چند جسم بر سطوح تركيبي، مانند نمونه ):افقي و قائم(سطوح 
توان قانون دوم نيوتون را براي كل دستگاه يا تك تك اجسام در نظر كنند با توجه به جهت حركت مي

  . هاي تست دارديك تست بستگي به داده انتخاب هر يك از حالات براي شروع حل. گرفت
a)mm(fgm k 211    )براي كل دستگاه( −=+

amTgm 11   )1mبراي ( −=
amfT k   )2mبراي ( −=2

اين نيروها به عنوان نيروهاي . گيريم هنگام استفاده از قانون دوم نيوتون براي كل دستگاه، نيروهاي كشش نخ را در نظر نمي :تذكر مهم
   .داخلي خواهند بود

a)mm(fgmF k 211   )براي كل دستگاه( −−=+

  
amfTF k   )2mبراي ( −−=2

amgmT 11   )1mبراي ( −=
  

a)mm(fsingmgm k 2121 +=−α− )براي كل دستگاه(  
amfsingmT k 22 =−α− ) 2برايm(  

  
a)mmm(singmffgm 3211213 ++=α−−− )براي كل دستگاه(   

amfTT 2121   )2mبراي ( −−=
  

  

 هاي نيوتون در سطوح تركيبي كاربرد قانون

 دارافقي و شيبدار،قائم و شيب



m

a)mm(singmffsingm 212211 +=α−−−α )براي كل دستگاه(   
  

  
- حداقل نيروي لازم براي جلوگيري از حركت وزنه. ها ناچيز استدر شكل مقابل جرم قرقره و نخ :مثال

NFهاي آويخته شده به سمت پايين  و سطح  1mي ضريب اصطكاك ايستايي بين وزنه. است =40
  افقي چه مقدار است؟

1 (25/0        2 (2/0  
3 (1/0        3 (15/0  
ي حركت به سمت در آستانه 3mو  2mهايزماني است كه وزنه Fحداقل نيروي  ):2(ي گزينه: پاسخ

  .در جهت نشان داده شده خواهد بود maxsfصورت نيروي اصطكاك  در اين .پايين باشند

20
505040

321
32

/

gmgmgmF
gmgmfF

s

s

s

maxs

=µ⇒
=×µ+⇒

+=µ+⇒
+=+

  

  
  

  
  

  

در اين نمونه دو حالت زير را در نظر . كنند بر سطح افقي حركت مي Fدو جسم را در نظر بگيريد كه تحت اثر يك نيروي محرك افقي 
  .كنيم گرفته و نيروها و شتاب حركت را بررسي مي

قرار دارد و تحت اثر  Mبر روي يك چهارچرخه به جرم  mدر نظر بگيريد مطابق شكل جسمي به جرم  :شودنيرو بر جسم بالايي وارد مي. 1
. كنندحركت مي aهر دو با هم با شتاب . اگر جسم بر روي چهارچرخه نلغزد. كنندبر سطح افقي بدون اصطكاك حركت مي Fنيروي كشش 

  .راندنيروي اصطكاك بين دو جسم براي چهارچرخه نيروي محرك است و آن را به جلو مي
a)Mm(F  :كاك مي توان نوشتطبراي محاسبه شتاب حركت و نيروي اص   )براي كل دستگاه( =+

mafF s   )mبراي( −=
mgMaلغزدتا زماني كه جسم روي چهارچرخه نمي sµ≤ بوده و خواهيم داشت:  Mafs   )Mبراي( =

) شرط نلغزيدن(
M
mga sµ≤  

اگر 
M
mg

a sµ> باشد، جسمm لغزد و هر دو با حركت تندشونده حركت  بر روي چهارچرخه مي
12و چهارچرخه با شتاب  1aجسم با شتاب  :جسم بر سطح چهارچرخه بلغزد. كنند مي aa هر  >

,mgf  .دو به طرف راست حركت خواهند كرد
Maf

mafF
kk

k

k µ=
⎩
⎨
⎧

=
=−

2
1  

را بر چهارچرخه وارد كنيم، براي دو حالت  Fاگر نيروي كشش  :شودنيرو بر جسم پاييني وارد مي .2
   .خواهيم داشت

MafFamfa)Mm(F  .لغزدوزنه روي چهارچرخه نمي ss =−×=+=  
gaشرط نلغزيدن      s ×µ≤  

در اين حالت هر دو با حركت تندشونده به طرف راست حركت  .لغزدوزنه روي چهارچرخه مي
)aa(. تر خواهد بود كم mكنند و شتاب جسم  مي 21 <  1mafk =  

mgf
MafF

kk

k
µ=
=− 2  

  
  

ي حركت كميتي است، برداري هم جهت با بردار اندازه. ي حركت يا تكانه گويندجرم يك جسم در سرعت جسم را اندازه حاصلضرب :تعريف
  .سرعت

 )ي حركت اندازه(تكانه  -لغزش دو يا چند جسم بر روي يكديگر

 اجسام)ي حركتاندازه(تكانه

  شتاب در لغزش دو يا چند جسم روي يكديگرتعيينبررسي نيروها و



  )s.N(ضربه 

s/m(VmP(سرعت  →×=
rrr

  
  

∆)P(تغييرات تكانه  :تغييرات تكانه
r

)V(جهت با بردار تغيير سرعت  برداري است هم 
r

به  ∆

  :هاي زير توجه كنيد حالت

1Vمتحرك بر مسير منحني حركت مي كند و سرعت آن از  )الف
r

2Vبه  
r

  .رسد مي

Vي بزرگي بردار  با محاسبه
r

VV(mVmp(  .كنيم ، تكانه را محاسبه مي∆ 12 −=∆×=∆  

جهت مثبت به طرف (كند  متحرك بر خط راست بدون تغيير جهت يا با تغيير جهت حركت مي )ب

  )راست

VV(mp()بدون تغيير جهت( 12 −=∆  

VV(mp()با تغيير جهت( 12 −−=∆  
  

  
  :به اثبات توجه كنيد. شودي يك جسم در واحد زمان برابر نيروي متوسطي است كه بر جسم وارد ميتغيير تكانه

=×→شتاب متوسط 
∆
∆

×=
∆×

=
−

=
∆
∆

=← am
t
Vm

t
Vm

t
VmVm

t
pF

rr    طنيروي متوس 12

←===×=×→اي ظهشتاب لح am
dt
vdm

dt
)vm(d

dt
pdF

r
  اي ظهنيروي لح 

  : يك جسم به صورت مقابل است )K(و انرژي جنبشي  Pي  ي بين تكانه رابطه :تذكر
m

PK 2
2

=  

  
  

  .ي حركت استتغيير اندازهبه عبارتي نيروي متوسط آهنگ متوسط . نيرو مشتق تكانه است نسبت به زمان

⇒ي حركت آهنگ تغيير اندازه
dt
pd                  ي حركت آهنگ متوسط تغيير اندازه⇒

∆
∆

t
p  

  .ي حركت است در آن مدتزمان در يك مدت معين برابر تغييرات اندازه –سطح زير نمودار نيرو 
  

321   .گويند ضربهضرب نيرو در مدت اثر نيرو را  حاصل
rr

tFP
t
pF ∆×=∆⇒
∆
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=  

  
  

  

  : توان كميت هاي زير را براي اين حركت تعريف كرد اي حركت كند، مي روي يك مسير دايرهmي مادي به جرم هرگاه يك نقطه :مفاهيم اوليه

 . ثانيه است SIكند و يكاي آن در  را طي مي  مدت زماني است كه متحرك روي دايره، يك دور كامل :)T( پريود- دوره- زمان تناوب. 1

. شود نشان داده مي Hzواحد آن هرتز است و با. دهد است كه متحرك در يك ثانيه انجام مي تعداد دوري ):f(فركانس –بسامد–تواتر. 2

   :توان نشان داد كه راحتي مي به
T

f 1
=  

ي اي از رابطه زاويهكند، سرعت  اي است كه متحرك در يك ثانيه روي دايره طي مي زاويه :ω)(اي سرعت زاويه. 3
t
θ

=ωآيد و  دست مي به

(واحد آن راديان بر ثانيه
s

rad(توان نوشت هاي زير نيز مي اين رابطه را به شكل. است:   f
Tt Tt

π=
π

=ω⎯⎯ →⎯
θ

=ω
=

π=θ 222   

  )kg( جرم  )s/kgm( ي حركت اندازه 

  قانون دوم نيوتون با استفاده از تغييرات تكانه

 زمان و كاربرد آن در تكانه-نمودار  نيرو

  اي اي و مكان زاويهاي متوسط، لحظهسرعت زاويه



  
  

  .كند كه متحرك در مدت يك ثانيه طي ميطول قوسي از دايره  است  :سرعت خطي.4

  ω=π×=
π×

=⎯⎯⎯⎯ →⎯=
=

π=θ= rfr
T

rV
t
SV

Tt

rrS 222  

كند به علت تغيير راستاي بردار  اي حتي در زماني كه متحرك با سرعت ثابت حركت مي در حركت روي مسير دايره :اي شتاب در حركت دايره
  .  تاب دارمي باشندها روي مسير دايره اي ش باشد، بنابراين تمام حركت ، سرعت متحرك متغير مي سرعت

راستاي شتاب عمود بر راستاي بردار سرعت  .اي وجود شتاب به دليل تغيير در راستاي بردار سرعت است در حركت يكنواخت روي مسير دايره

==ω=ω  :ي آن برابر است با باشد و اندازه و جهت آن به طرف مركز دوران مي .VR
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  )گرا شتاب مركز(

  : اي  ه مسير داير حركت شناسي روي
  . شود ثانيه به صورت زير محاسبه مي tي طي شده در مدت  اگر متحرك با سرعت ثابت مسير دايره اي را طي كند، زاويه: حركت يكنواخت)الف

  tω=θ         
  . باشد در صورتي كه متحرك با شتاب روي دايره حركت كند، تمام روابط حركت روي مسير مستقيم براي اين حركت نيز قابل استفاده مي )ب
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. كه همواره بر بردار سرعت عمود بوده و جهت آن روبه مركز دايره استي مسير، اين نيرو  نيرويي است در راستاي شعاع دايره :نيروي مركزگرا
  :شود بزرگي اين نيرو به صورت زير محاسبه مي
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كه با سرعت  mي جسمي به جرم تغيير تكانه :اي يكنواخت تغيير تكانه در حركت دايره
V شود كند را به صورت زير تعيين مي اي حركت مي بر روي يك مسير دايره.  
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اي به انتهاي نخي بسته و مجموعه روي يك سطح  گلوله :نقش كشش نخ به عنوان نيروي مركزگرا
رو نيروهاي وارد بر جسـم   در شكل روبه. دوران كندOي حول نقطه تواند افقي  بدون اصطكاك مي

===ω=ω  . باشد مشخص شده و فقط نيروي كشش نخ به طرف مركز مي mVmr
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اگر وزنه به انتهاي فنري بسته و روي سطح افقي دوران كند، نيروي فنر همان نيروي مركزگرا است 
  :و داريم
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كند تمايل دارد، به خط مستقيم حركت و به  اي حركت مي هر جسم كه روي سطح افقي در مسير دايره :اصطكاك به جاي نيروي مركزگرا

شود كه جايگرين  بيرون مسير پرتاب شود در هنگام پرتاب جسم به بيرون مسير نيروي اصطكاك به طرف مركز دوران بر جسم وارد مي
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  نيروي مركزگرانقش نيروي اصطكاك به عنوان
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اين نيرو نقش نيروي مركزگرا را . كند ها وارد مي ماه و ماهواره به دور زمين نيروي گرانشي است كه زمين بر آن علت حركت :حركت ماهواره
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2توان ثابت كرد كه  مي. باشد ي مركز زمين تا ماهواره مي فاصله rجرم زمين است و eMي بالا در رابطه
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  .شود ي ماهواره به شكل زير محاسبه مي دورهي بالا  با استفاده از رابطه
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  :در مورد ماهواره به نكات زير دقت كنيد 

3:برابر است با  كنند ميي دو ماهواره كه در روي مدارهاي متفاوت به دور يك سياره حركت  نسبت سرعت و دوره .1
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واره وارد مي شود ماهواره هميشه در حالتي همانند حالت سقوط بر روي زمين است و تمام اجسام داخل چون فقط يك نيرو بر ماه.2
  . ماهواره بي وزن است

تواند با يك سرعت روي دو مدار و يا  يك ماهواره نمي. تواند روي يك مدار خاص حركت كند هر ماهواره با يك سرعت خاص فقط مي .3
  . كند روي يك مدار با دو سرعت حركت
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