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و ران كند   كدر ر كد     Lحول ط     Dاند   ارر ط   متقدطع   Oور نقطد    L     Dفرض كنيد  و  ط     تعريف:

 شوو.مخر عي تشكيل مي

 

 

 

 

 

توان آنادط را ور كد  ور رر ححهد  اد و ران مي  Dمحور   بد  ططادط   Lبد  ط   رأس ر كد  مخر عي   Oبد  نقطد   

 روئيم.نهر ررفت موح رط  ر ك  مخر عي مي

 شكل دكر طوار  بوو.  7ارر كر صفح  را بط كر ر ك  مخر عي قط  وريم  مقط  صفح  بط ر ك  ككي اد 

 

ارر اشدددتراف صدددفح  بط ر ك     نقطه: -1

مخر عي فق  رأس ر كد  بدطشددد   مقط   

 نقط  طوار  بوو.حطصل كر 
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 مقاطع مخروطی
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ارر صدددفح  فق  شدددطمل   يك خط:  -2

كدر موحد  بدطشددد  آنحدطب صدددفحد  بر ر كد   

ممطس طوار  بوو   اشددتراف آن بط ر ك   

 كر ط  راست است.

 

 

ارر صدفح  شدطمل  دو خط متقاطع:  -3

  آنحطب اشدددتراف آن بط بطشددد  ر ك     محور

 ر ك  و  ط  متقطع  است.

 

 

 

 

 

ارر صدددفحد   موو بر محور     دايره:  -4

قط  كن    اد رأس نيز    ر ك  مخر عي را  

نحدررو  اشدددتراف آن بدط ر كد  كدر واكرب  

 طوار  بوو.
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ارر صددفح  بر محور  موو    بيضيي : -5

  تناط   بط موح  نيز مواد  نبطشد  نبطشد     

و  نيمد  مخر   را قط  كند   اد    ككي 

اشددتراف آن بط ر ك  كر بي ددي طوار  

 بوو.

 

 

 

ارر صددفح  ب  مواداي ككي  سيمي :   -6

اد ر ك  مخر عي را قط  كن     اد موح رط 

  اشدتراف آن بط ر ك  كر  راس  بور نكن  

 سامي است.

 

 

 

ارر صدددفحد  رر و  وامند    هيلولو :  -7

ر كد  را قط  كند    شدددطمدل محور ر كد   

نبطشدد   اشددتراف آن بط ر ك  و  منحني  

كدد    بوو  رددرحوحي  مجزا طواردد   آن  بدد  

 روئيم.مي

O 

O 
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 مكان هندس : 

رطكي اد صددفح  كط ف ددط اسددت ك  وارا   كتري مشددتركي رنددتن   ررنقط  وراكا مجمو   وارا  اكا مجمو   نقط 

 بطش .   كتري است   رر نقط  ك  اكا  كتري را واشت  بطش    و اكا مجمو   مي

 هاي معروف: مكان هندس  

 دايره طصل  ثطبتي اد كر نقط  قرار وارن : مكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  ب  ف -1

 دو خط ملازي مكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  ب  فطصل  ثطبتي اد كر ط  قرار وارن :  -2

 كره مكطن رن سي نقطعي اد ف ط ك  ب  فطصل  ثطبتي اد كر نقط  قرار وارن :  -3

 ايسطح استلانهمكطن رن سي نقطعي اد ف ط ك  ب  فطصل  ثطبتي اد كر ط  قرار وارن :  -4

 دو صفحه ملازي مكطن رن سي نقطعي اد ف ط ك  ب  فطصل  ثطبتي اد كر صفح  قرار وارن :  -5

 خط حاصلعيلدمنصف پارهمكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  اد و  نقط  ب  كر فطصل  بطشن :  -6

 خط وسط دو خط ملازي صفح  ك  اد و  ط  مواد  ب  كر فطصل  بطشن :    مكطن رن سي نقطعي اد -7

 نييسازهاي دو خطمكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  اد و  ط  متقطع  ب  كر فطصل  بطشن :  -8

 خط حاصلصفحة عيلدمنصف پارهمكطن رن سي نقطعي اد ف ط ك  اد و  نقط  ب  كر فطصل  بطشن :  -9

 صفحه وسط دو صفحة ملازي  صفح  مواد  ب  كر فطصل  بطشن : مكطن رن سي نقطعي اد ف ط ك  اد و -10

گلرنده از نييسيازها وعيلد بر صيفحة دو صيفحا مكطن رن سدي نقطعي اد ف دط ك  اد و  ط  متقطع  ب  كر فطصدل  بطشدن :    -11

 خط

صفحة گبسگگگصفحة گذرنده گز گط گسطف گسگود بگ    مكطن رن سدي نقطعي اد ف دط ك  اد و  ط  مواد  ب  كر فطصدل  بطشدن :  -12

 ط 

 رطكي ك  ور كر نقط  مشخص بر كر ط  واوب ش ب ممطس بطشن   ك ام است؟مثطل: مكطن رن سي مركز واكرب

 ( و  ط  مواد  4 ( كر ط  3 ( كر واكرب 2 ط  ( كر نيم1
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كنن    بطري اسدت ا   صدل ميرا ب  نقط  مختلف واكرب Pرطكي ك  نقط  مفر ض  ط مثطل: مكطن رن سدي ا سدط  رطرب

 اد:

 ( كر واكرب4 ط ( كر نيم3 ( كر ط 2 ( و  ط 1

گ

گ

   ؟مق ار  ثطبت بطش  A   Bمثطل: مكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  مجموع مربعطي فواصل آناط اد و  نقط  ثطبت  

 AB( و  ط  مواد   AB 2ا  ب  قطر  ( واكرب1

 ABا  ب  مركز  س   ( واكربAB 4( ططي  موو بر 3

 

 

 

 

رن سي نقطعي اد صفح  ك  تفطضل فواصل آناط اد ان   مكطناد كك كحر مفر ض 5ب  فطصل    'd   dو  ط  مواد  مثطل:  

 بطش  ك ام است؟ 4و  ط   

 ( تايd 4( كر ط   موو بر d 3( و  ط  مواد   d                      2( كر ط  مواد  1
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 بطش .   Rمكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  اد كر نقط  ثطبت ب  فطصل    دايره :

( ) ( )OM R x y R = → − + − =2 2 2 

 

),(: معطوح  واكرب ا  بنوكني  ك  مركز آن لمثط 21o     بطش   اد نقط( , )A −2  بحررو  1

 

 

 

): معطوح  واكرب ا  بنوكني  ك   لمثط , )A −2 1   ( , )B 4  و  سر قطر واكرب بطش ؟    1

 

 

 

 معادوه گسترده 

                                                 ( ) ( )OM R x y R = → − + − =2 2 2 

x x y y R   → − + + − + =2 2 2 2 22 2

x y x y R   → + − − + + − =2 2 2 2 22 2 0 

 *x y ax by c→ + + + + =2 2 0   ),,( cRba =−+=−=− 22222  

                                                                     cR −+= 222        

cbaR
ba

O 4
2
1

22
22 −+=−− ),(     

 

 شر  اكنك  معطوح  * واكرب بطش . نكت  : 

x( ضركب 1 2    y a  ( 2  برابر كر بطش     2 b c+ − 2 2 4 0   

 مربع كامل كردن : 

4222

2222
22 aa

x
aa

axxaxx −







+=








−








++=+ 

939966 222 −+=−++=+ )(xxxxx 

424444 222 −−=−+−=− )(xxxxx 
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 رط  دكر مختصطي مركز   شعطع واكرب را بيطبي . واكربمثطل : ور 

1022 =+ yx 

2521 22 =++− )()( yx 

012422 =−+−+ yxyx 

01822 22 =+−+ xyx 

 

 

xنمووار   aمثطل : ب  ادا  ك ام مق ار   y x y a+ − + + =2 2 3  معطوح  واكرب است؟   05

 

 

 

𝑥2معطوح    نكت : + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  .ورن ب نمووار واكرب  نقط  كط تاي بطش توان  نشطنمي 0

 ورن ة كر واكرب است؟: نمووار ك ام معطوح  نشطنلمثط

1 )𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 3𝑦 + 4 = 0 2 )2𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 − 3 = 0 

3 )2𝑥2 + 2𝑦2 − 4𝑥 + 4𝑦 + 4 = 0 4 )𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑥 − 4𝑦 + 5 = 0 

 

 

),(مثطل: معطوح  واكرب ا  بنوكني  ك  مركز آن  11o     33بطش    بر ط ++= xy  . ممطس بطش 

 

 

   مركز واكرب اد ط  ممطس برابر است بط شعطع واكرب.  فطصل   (1

 

),(     نقط ( فطصل 2  yxA  اد ط=++ cbyax   : برابر است بط 

 

 

 

22 ba

cbyax
AH

+

++
=

  
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),(مثطل: معطوح  واكرب ا  بنوكني  ك  مركز آن  11o     0343بطش    ط =++ yx  ج ا كن .   6اد واكرب  تر  ب  عول 

 

 

 

 

 رررو ك ام است؟مي  (1,0)    (5,0)     (1,6)ا  ك  اد س  نقط   مثطل: معطوح  واكرب

1 )(𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 2)2 = 32 2 )(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 = 13 

3 )(𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 2)2 = 4 4 )(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 3)2 = 9 

 

 

 

 

)مثطل: معطوح  واكرب ا  ك  اد و  نقط    , )A 1 2   ( , )B 3 yبحررو   مركز آن ر   ط     0 x= −2 بطشددد   ك ام    1

  ؟است

 

 

 

 

 

)مثطل: شعطع واكرب رطكي را بيطبي  ك  بر محوررط  مختصطي ممطس بطش    اد نقط    , )M 2  بحررو؟   1
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 معطوح  واكرب رط  ك  بر محوررط  مختصطي ممطس است. 

 

 

 

 

 

 

 

=−2محوررط  مختصدددطي ممطس بطشددد    مركز واكرب ر  مثطل: معطوح  واكرب ا  ك  ور نطحي  چاطرم بر   xy    اق 

 بطش .  

 

 

 

 

 

 بطش .   22چاطرم ممطس بطش    شعطع واكرب    مثطل: معطوح  واكرب ا  بنوكني  ك  بر نيمنطدرط  نطحي  ا ل

 

 

 

 معطوح  واكرب ا  ممطس بر نيمنطدرط  نكت  :  

 

 

2

k
R  شعطع   =
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),(مثطل: مكطن رن سدي نقطعي اد صدفح  ك  فطصدل  آناط اد نقط  42A   برابر فطصدل  آناط تط نقط    2ب  ان ادب),( 21B  

 بطش ؟  

 

 

 

 

 وضعيت نسب  يك نقطه و يك دايره: 

𝑀(𝑥𝑜نقط    , 𝑦𝑜)   واكرة  C     ب  معطوح𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 − 𝑅2 = طواريم  مفر ض است  مي  0

 را ننبت ب  واكرب بررسي كنيم:  M ضعيت  

 

 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 , 0o o o oM OM R OM R x y R F x y      − + −   

 ططرج واكرب

 

 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 , 0o o o oM OM R OM R x y R F x y  =  =  − + − =  =

 ر   واكرب

 

 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 , 0o o o oM OM R OM R x y R F x y      − + −   

 واطل واكرب     
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بنطبراكا برا  كطفتا  ضدعيت كر نقط  نندبت ب  كر واكرب كطفيندت مختصدطي نقط  را ور معطوح  اسدتطن ارو كط رندتروب  

مثبت بطشدن ( ارر حطصدل بزررتر اد صدفر شد  نقط  ططرج واكرب  برابر صدفر   𝑥2    𝑦2واكرب قرار وريم)ور حطحتيك  ضدركب  

 كرب است.ش  نقط  ر   واكرب   كوچكتر صفر ش  نقط  واطل وا

𝑥2ننبت ب  واكرة    (3,2-): نقط   لمثط + 𝑦2 − 𝑥 + 2𝑦 − 16 =  چ   ضعيتي وارو؟ 0

 

 

 دورترين و نزديكترين نقاط يك دايره نسبت به يك نقطه:

تط ككي اد نقط  واكرب   Mمفر ض بطشددن   برا  كطفتا بيشددتركا   كمتركا فطصددل  نقط     C(O,R)  واكرة  Mارر نقط   

رط  قط  كن   مططبق شدكل  A    Bمركز واكرب  صدل كنيم   امت او وريم تط واكرب را ور نقط    Oرا ب    Mكطفيندت نقط   

AM     بيشتركاBM     كمتركا فطصلM  ان :اد نقط  واكرب 

= 𝑂𝑀 + 𝑅    بيشتركا فطصلM اد نقط  واكرب 

= |𝑂𝑀 − 𝑅|   كمتركا فطصلM اد نقط  واكرب 

 

𝑥2: بيشتركا   كمتركا فطصل  نقط  واكرة لمثط + 𝑦2 − 6𝑥 + 5 =  ك ام است؟  (6,4)اد نقط     0

1  )6   2 2  )7   3 3  )5   1 4  )8   4 
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 اوضاع نسب  خط و دايره  

 OH > R  ط    واكرب متخطرج ان .  

 OH = R  ط  بر واكرب ممطس است.  

 OH < R  ط    واكرب متقطع  ان .  

 

xط     :مثطل y+ + =3 4 3 x   واكرب    0 y x+ − − =2 2 2 7  ننبت بام چ   ضعي وارو؟ 0

 

 

 

xمثطل: عول  تر  ك  ط   y+ + =3 4 3 )ر   واكرب    0 ) ( )x y− + − =2 21 1  ج ا مي كن  را بيطبي .   9

 
 

 

 معادوه خط مياس :  

 از نقطه روي دايره  

را ب سدددت آ ركم   آن را قركن     OMكطفي اسدددت شددديدب رطرب ط   

معكوس كنيم   سدد ب بط واشددتا شدديب   كر نقط    معطوح  ط   

 ممطس را بنوكنيم.

 

)مثطل: معطوح  ططي ك  اد نقط    , )M 2 xبر واكرب   1 y x y+ − − + =2 2 10 10 2  رسم مي شوو را بيطبي .   05

 

 

 

 

 

 

 

H 

H 

H 

O 
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 از نقطه خارج دايره

نوشدت    فطصدل  مركز واكرب را اد اكا ط  برابر شدعطع واكرب   mمجاول   شديبرا بط  Mرط  رررن ب اد نقط   معطوح  ط 

 توانيم معطوح  ط  ممطس را بنوكنيم.ب ست آم ب   مي  mوريم  اد حل اكا معطوح   قرار مي

𝑥): معطولاي ممطس بر واكرة  لمثط + 1)2 + (𝑦 − 1)2 =  ب ست آ رك .  M(0,4)را اد نقط    5

 

 

 معادوه خط قائم :  

  مركز   Mط  قددددطئم رموارب اد مركز واكرب مي رررو   برا  نوشدتا معطوح  ط  قطئم كطفي اسدت معطوح  ططي ك  اد  

 رررو را بنوكنيم.  واكرب مي

m o

m o

y y
m

x x

−
=

−
 شيب ط               

( )m my y m x x− =  معطوح  ط  قطئم       −

)اد نقط     ك : معطوح  ط  قطئم  18مثطل   , )M 3 )بر واكرب  1 ) ( )x y− + − =2 21 2  رسم مي شوو را بيطبي .    9

 

 

 

 

 طلل مياس بر دايره از يك نقطه مفروض:

𝑀(𝑥𝑜ارر   , 𝑦𝑜)   ا  طدطرج واكرب بد  معدطوحد    نقطد 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 − 𝑅2 = بدطشددد   عول 0

 آك :مططبق شكل اد ر اب  دكر ب ست مي  MTممطس  

 

 ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 ,o o o oMT OM R x y R F x y = − = − + − − = 

 

A 

o 

O 

R 

T 

M 
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   را ور معطوح  واكرب قرار واوب   اد آن جرر بحيركم. Mكعني كطفينت مختصطي نقط   

𝑀𝑇 = √𝐹(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) 

    𝑥2رنتروب واكرب واوب ش ب بطش   برا  استفطوب اد فرمول بطلا بطك  ضرائب  نكت : ارر بجط  معطوح  استطن ارو  معطوح 

𝑦2  بطش . 1ور معطوح  رنتروب برابر 

)مثطل: عول ممطسي ك  اد نقط    , )M 1 xبر واكرب   3 y x y+ − + − =2 2 4 2 4  رسم مي شوو را بيطبي ؟ 0

 

 

 

 طلل كلتاهترين وتر گلرنده از يك نقطه داخل دايره:  

𝑀(𝑥𝑜ارر   , 𝑦𝑜)  ا  واطل واكرة  نقط𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 − 𝑅2 = بطش   كوتطرتركا  تر   0

 آك : است ك  عول آن مططبق شكل اد ر اب  دكر ب ست مي M   تر  موو بر قطر رررن ب اد   Mرررن ب اد نقط  

 

𝐴𝐵 = 2𝐴𝑀 = 2√𝑅2 − 𝑂𝑀2 = 2√𝑅2 − (𝑥𝑜 − 𝛼)2 − (𝑦𝑜 − 𝛽)2 = 2√−𝐹(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) 

𝐴𝐵 = 2√−𝐹(𝑥𝑜 , 𝑦𝑜) 

 𝑥2    𝑦2نكت : ارر بجط  معطوح  اسدتطن ارو  معطوح  رندتروب واكرب واوب شد ب بطشد   برا  اسدتفطوب اد فرمول بطلا ضدرائب 

 بطش . 1ور معطوح  رنتروب برابر 

xمثطل: عول كوتطب تركا  تر  اد واكرب  x y y− + − =2 24 2 )ك  اد نقط     4 , )A 1  مي رررو را بيطبي .    1

 

 

 

 

251ور واكرب  3مثطل: چن   تر ب  عول   22 =−+ )(yx   مي توان رسم كرو ك  اد نقط),(  بحررو؟  32
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  اوضاع نسب  دو دايره : 

   

OO       متخطرج   -1 R R  + 

 )و  ممطس واطلي   و  ممطس ططرجي مي توان رسم كرو(

 

 

OO      ممطس بير ني  -2 R R = +   

 واطلي   و  ممطس ططرجي مي توان رسم كرو( )كر ممطس 

 

 

R  متقطع    -3 R OO R R  −   +   

 )و  ممطس ططرجي مي توان رسم كرو(

 

 

OO    ممطس ور ني   -4 R R = − 

 )كر ممطس ططرجي مي توان رسم كرو(

 

 

 

OO     مت اطل   -5 R R  − 

 

xمثطل: و  واكرب  y x+ + =2 2 2 0    x y x+ − =2 2 2  رم چ   ضعي وارن ؟    ننبت ب  0

 

 

 

 

kyxyxCبرا  آنكد  و  واكرب    kمثدطل: مقد ار   =−−+ 2222
1 :     0162822

2 =+−−+ yxyxC بر رم ممدطس    :

 ططرج بطشن  را بيطبي .  

 

o' o 

o' o 

o' o 

o' o 

o' o 
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02222و  واكرب ب  معطولاي bمثطل: ب  ادا  ك ام مق ار   =−++ yxyx   0422 =+−+ byyxان ؟ممطس واطل  

1  )5- 2  )4-    

3  )3- 4  )2- 

 

 

 

),(ور نقط   C    Cو  واكرب مثطل:  ),(رموارب اد نقط    Cرط  بر واكرب بر ني رم رنتن . ارر قطئمممطس 10 32 بحررو. −

 ك ام است؟  5بط شعطع Cمركز واكرب

1)),( 31−  2 )),( 21− 

3 )),( 21 −  4 )),( 11 − 

 

 

 هاي داخل  و خارج  دو دايره: طلل مياس مشترك

= √𝑂𝑂′2 − (𝑅 − 𝑅′)2عول ممطس مشترف ططرجي 

= √𝑂𝑂′2 − (𝑅 + 𝑅′)2عول ممطس مشترف واطلي 

𝑥2مثدطل: و  واكرة   + 𝑦2 − 4𝑥 + 3 = 0     𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 + 21 = اند   احف( و  واكرب نندددبدت بد  رم چد  مفر ض  0

  ضعي وارن ؟ ب( عول ممطس مشترف و  واكرب را ب ست آ رك .
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 معادوه و طلل وترمشترك دو دايرة متقاطع: 

 را حرف كنيم.  𝑥2    𝑦2كرون معطولاي و  واكرب اد كك كحر ضرائب  ست بط كما برا  كطفتا معطوح   ترمشترف و  واكرب كطفي

𝑥2: معطوح   ترمشترف و  واكرة  لمثط + 𝑦2 − 2𝑥 + 𝑦 − 3 = 0    𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 2𝑦 + 1 =  را ب ست آ رك .  0

 

رط را اد ط   ترمشدترف  فطصدل  مركز ككي اد واكرببرا  ب سدت آ رون عول  ترمشدترف و  واكرب  بع  اد ب سدت آ رون معطوح   

 آك . ترمشترف ب ست آ روب   بط نوشتا رابط  فيثطغورس  نصف  ترمشترف   ور نتيج  عول  ترمشترف ب ست مي

 

2 2

2 22

AH R OH

AB R OH

= −

= −

 

    𝑥2كرون معطولاي و  واكرب اد كك كحر   حرف ضددرائب ططرج بطشددن   بط كمواطل كط ممطسك  و  واكرب ممطسنكت : ور حطحتي

𝑦2  آك .مشترف واطلي ب ست ميمشترف ططرجي   معطوح  ممطسترتيب معطوح  ممطسب 

x تر مشترف و  واكرب   عولمثطل:   y x+ − =2 2 2 0    1222 =−+ yyx    . را بيطبي 

 

 

 

 بيض  
مكطن رن سي نقطعي اد صفح  است ك  مجموع فواصل آناط اد و  نقط  ثطبت  مق ار  ثطبت بطش . ب  و  نقط  ثطبت   تعركف:

 روئيم. كطنوناط  بي ي   ب  مجموع ثطبت مق ار ثطبت بي ي مي

 

 MF+MF'=2𝑎مق ار ثطبت  

 

O O' 

R 

A 

H 

B 

F F' 

M 



 

 

18 

F' F 
A' A 

B 

B' 

O 

 وريم. نشطن مي 2C  فطصل  و  كطنون را بط  2𝑎نكت : مق ار ثطبت بي ي را بط  

2𝑎نكت : ور بي ي عبق نطمنط   مثلث رموارب  > 2𝑐  ور نتيج   𝑎 > 𝑐 .است 

 اجزا  بي ي:

 شون . كطنوناط  بي ي نطمي ب مي 'F   Fنقط   -1

 بطش .شوو ك  مركز تقطرن بي ي نيز ميمركزبي ي نطمي ب مي  'FF س    Oنقط   -2

شدون  ك  اكا و  ط  محوررط  تقطرن بي دي نيز محور نطكطنوني بي دي نطمي ب مي  'BBمحور كطنوني   ط     'FFط   -3

 بطشن .مي

كد  محدل تيقي محور    'B    Bتند   رئوس كدطنوني   نقدط   كد  محدل تيقي محور كدطنوني بدط بي دددي رنددد  'A     Aنقدط    -4

 شون .نطكطنوني بط بي ي رنتن  رئوس نطكطنوني نطمي ب مي

كوچكتركا قطر بي ددي     'BBبزررتركا قطر       'AAشددوو ك   رر ط  رررن ب اد مركز بي ددي قطر بي ددي نطمي ب مي -5

 است.

 ورن .نشطن مي 2𝑏را بط    'BBكعني طر كوچر است   عول ق 2𝑎برابر مق ار ثطبت    'AAعول قطر بزرگ بي ي   -6

 است.𝑎برابر   'BF    BFفطصل  رر رأس نطكطنوني بي ي اد كطنوناط كعني   -7

𝑎فطصل  رر كطنون اد رأس كطنوني مجط رش  -8 − 𝑐    اد رأس كطنوني غيرمجط رش𝑎 + 𝑐 است. 

𝒂𝟐هد زن گنز ط گگCسگگBسگگA ينگزوهزبگگ -9 = 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐ق زنگزطت.گ   

 

 خروج از مركز بيض  : 

cب  نندبت  
e

a
اسدت رب  c < aطر ج اد مركز بي دي روكن    ميزان كشدي ري بي دي را مشدخص مي كن . چون   =

c
e

a
 = 0  بزررتر بطش  بي ي كشي ب تر است.  eاست ررچ   1

𝑒2 =
𝑐2

𝑎2 → 𝑒2 =
𝑎2 − 𝑏2

𝑎2 → 𝑒 = √1−
𝑏2

𝑎2 
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𝑒  بي ددي بط طر ج اد مركزمثطل: ور   =
3

4
اسددت  عول قطر بزرگ بي ددي   2  فطصددل  كطنون تط نزوككتركا رأس برابر    

 چق ر است؟

1  )8 2  )16 3  )18 4  )12 

 

 

 

1مثطل: ارر طر ج اد مركز بي ي  

2
 بطش   فطصل  كطنوني چق ر است؟ 2  عول قطر كوچر آن  

1 )
2√3

3
 2 )√3

3
 3 )√3 4 )

1

4
 

 

 

بطش   طر ج مي  120كرون سر قطررط برابر    منطحت حود  حطصل اد بام  صل16فطصل  كطنوني مثطل: ور كر بي ي بط 

 اد مركز بي ي را ب ست آ رك .

 

 

 وتر كانلن  :  

 شوو(عول  تر كطنوني ) تر  ك  ور كطنون بر قطر بزرگ  موو مي 2a   2bور كر بي ي بط قطررط   

 برابر است بط 
2𝑏2

𝑎
  . 

 

o 

B 

B' 

F 

N 

M 
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است    ABFچاطربرابر منطحت مثلث  A'BFكطنون   منطحت مثلث  AA'   BB'   Fمثطل: ور بي ي بط قطررط  

 بطش ؟طر ج اد مركز بي ي ك ام مي

1 )
1

2
 2 )

2

3
 3 )

2

5
 4 )

3

5
 

 

 

 

  'MFبررم  موون   حطصل  'MF   MFا  قرار وارو ك  ب  رون  'F   Fرط  ر   بي ي ب  كطنون  Mمثطل: نقط  

×MF ك ام است؟ 

1  )2𝑎2 2  )2𝑏2 3  )2𝑐2 4  )𝑎𝑏√𝑎2 + 𝑏2 

 

 

 

𝑐الاضيع بطش   ننبت  متنط   'BFBرط  كر بي ي   مثلث كطنون  'F   Fرئوس نطكطنوني    'B   Bمثطل: ارر 

𝑏
ك ام   

 است؟

1  )√2 2  )√2

2
 3  )√3

3
 4  )√3 

 

 

 

 سمي  : 

 مكطن رن سي نقطعي اد صفح  ك  اد كر نقط    كر ط  ب  كر فطصل  است. 

MF = MH                                   
                            SF = a =رطرامتر سامي 

 

 

 

 

 خط هادی 

 رأس سهمی
 کانون 

 محور کانونی 

M 
H 

F 
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 سمي  افق  : 

 رط است.   xمحور كطنوني منطبق بر محور  حاوت اول :

a
F

0
  S

0
0

 

y ax=2  معطوح  سامي            4

x a=  معطوح  ط  رطو        −

 

 رط    xمحور كطنوني مواد  محور  حاوت دوم :

a
F




+
        S




 

( ) ( )y a x − = −2  معطوح  سامي    4

x a=  معطوح  ط  رطو       −

 

 ويژگ  سمي  افق  : 

 و  است.   yور معطوح  سامي افقي توان  -1

xرط است   معطوح  آن بصوري   yط  رطو  مواد  محور   -2 a=  است.  −

aارر   -3 0    تعقر ب  سمت راست استa 0  .تقعر بنمت چپ است 

 

)()(معطوح  سامي بصوري :  مثطل 181 2 +=− xy    . است مختصطي رأس   كطنون   معطوح  ط  رطو  را بيطبي 

 

 

 

 

)()(معطوح  سامي بصوري   :  مثطل 181 2 +−=− xy  . است مختصطي رأس   كطنون   معطوح  ط  رطو  را بيطبي 

 

 

 

 

 

 

x 
F S 

y 

x 

F 
S 

y 
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)معطوح  سامي بنوكني  ك     :  مثطل , )F 1 xكطنون    3 =  ط  رطو  آن بطش .    5

 

 

 

 

 رط را بط ك ام عول قط  مي كن ؟    xمحور   x=−3 (   ط  رطو  ب  معطوح 1,   2سامي ب  كطنون ):  مثطل  

1)
2
1

 2)
2
1

−    

3)
4
1

 4)
4
1

−
 

 

 

 

 

 

),(سامي ب  كطنون : مثطل  23F  1  ط  رطو  ب  معطوح−=xمحور  x   رط را ور نقطA كن . فطصل  نقط  قط  ميA   تط

 كطنون سامي ك ام است؟  

1 )25/2  2 )5/2  

3 )5/2  4 )3   

 

 

 سمي  قائم : 

 رط است.   yمحور كطنوني مواد  محور 

F
a



 +
  S




 

( ) ( )x a y − = −2  معطوح  سامي    4

y a=  معطوح  ط  رطو         −

 

 

 

x 

F 

S 

y 



 

 

23 

 ويژگ  سمي  قائم : 

 و  است.   xور معطوح  قطئم توان  -1

yرط است   معطوح  آن بصوري   xط  رطو  مواد  محور   -2 a=  است.  −

aارر   -3 0  تقعر ب  سمت بطلاست   اررa 0   .تقعر بنمت رطكيا است 

 

)()(: ور سامي    لمثط 181 2 +−=− yx    . معطوح  ط  رطو  را بيطبي 

 

 

 

 

)معطوح  سامي را بنوكني  ك   :  مثطل , )F 1 2  4-y=    . ط  رطو  بطش 

 

 

 

 

 

 مثطل: ور سامي مقطبل معطوح  ط  رطو  را بيطبي .  

 

 

 

)ممطس بطش    اد نقط 2رط ور نقط  ا  ب  عول    x: معطوح  سامي را بنوكني  ك  بر محورلمثط , )M 0  بحررو.   3

 

 

 

 

 

 

6 

3 

y 

x 
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),( نقط -:    لمثط 12S  رأس كر سدامي اسدت ك  محور تقطرن آن مواد  محورy  رط اسدت.   اد نقط ),( مي    50

   ط  رطو  آن  ك ام است؟  رررو. معطوح 

1  )
4
1

=y  2  )
2
1

=y   

3  )
4
3

=y  4  )
2
3

=y 

 

 

 

 معادوه گسترده سمي  : 

كرون معطوح  را اسدتطن ارو  ارر اد معطوح  رندتروب سدامي بخواريم رطرامتر سدامي را ب سدت آ ركم كط بطك  بط مرب  كطمل

 كنيم   كط اد رابط  دكر استفطوب كنيم:

Ayسامي افقي بصوري  By Cx D+ + + =2 است ك   0
( )

x
a

y
= − 24

ب ضري
ب ضري

   

02ور سامي قطئم بصوري  =+++ DCyBxAx     است ك
( )

y
a

x
= − 24

ب ضري
ب ضري

 

 

yمثطل: معطوح  ط  رطو  سامي   x y− − =22 3 4  ك ام است؟  1

 

 

 

 

xمثطل: راس   كطنون سامي   x y− + + =24 8 3 1  بيطبي .   0

 

 

 

2𝑦2مثطل: فطصل  كطنون سامي ب  معطوح    + 15 = 3(𝑥 + 4𝑦) اد ط  رطو  آن ك ام است؟ 

1  )
3

4
 2  )

2

3
 3  )

4

3
 4  )

3

2
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yور سامي ب  معطوح    aمثطل: ب  ادا  ك ام مق ار   ay x= + +2 2 xط  رطو  ب  معطوح    5
−

=
7
2

 است.  

 

 

 

 

 سمي :تشخيص وضعيت يك نقطه نسبت به 

توان  واطل سدامي  ر   سدامي كط ططرج سدامي بطشد   فطصدل  نقط  واطل  ر    ططرج سدامي  كر نقط  ور صدفح  مي

𝑀(𝑥𝑜اد كطنون ب  ترتيب كمتر  برابر   بيشدتر اد فطصدل  آناط اد ط  رطو  اسدت. برا  شدنطسدطئي  ضدعيت نقط    , 𝑦𝑜) 

مي مثبت است  كطفينت مختصطي نقط  را ور  ور معطوح  سا 2رنحطمي ك  ضركب ورج     F(x,y)=0نندبت ب  سامي  

𝐹(𝑥𝑜معطوح  سامي قرار واوب    , 𝑦𝑜)  :را ب ست آ ركم 

𝐹(𝑥𝑜ارر   (1 , 𝑦𝑜) >  بطش   نقط  ططرج سامي است. 0

𝐹(𝑥𝑜ارر   (2 , 𝑦𝑜) =  بطش   نقط  ر   سامي است. 0

𝐹(𝑥𝑜ارر   (3 , 𝑦𝑜) <  بطش   نقط  واطل سامي است. 0

شدوو  اد نقط  واطل سدامي  نقط  ر   سدامي كر ممطس بر آن رسدم مي اد نقط  ططرج سدامي و  ممطس   اد  نكت :

 توان رسم كرو.ريچ ممطسي بر سامي نمي

  توان بر سدددامي ممطس رسدددم كرو فق  ططي ممطس بر سدددامي ب  مواداي محور تقطرن نكت : ب  مواداي رر ط  مي

 ن اركم.

𝑦و  ممطس بر منحني    A(k,k)مثطل: اد نقط    = 4𝑥2  و  شوو  ح رسم مي k  ك ام است؟ 

 

 

2𝑦2ممطس بر سامي    mططي بط شيب    mمثطل: ب  ادا  ك ام مق ار   − 3𝑥 + 𝑦 − 2 =   جوو ن ارو؟  0

1  )2 2  )4 3  )2- 4  )0 
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 ممطس بطشن  ك ام است؟  x=-1ررشت    برط    (3,0)رطكي ك  اد نقط   مثطل: مكطن رن سي مراكز واكرب

1  )𝑦2 = 8(𝑥 + 1) 2  )𝑦2 = 4(𝑥 − 1) 3  )𝑦2 = 8(𝑥 − 1) 4  )𝑥2 = 8(𝑦 + 1) 

 

 

 

 وتر كانلن  : 

  تر  ك  ور كطنون بر محور كطنوني  موو است. 

MN a= 4 

 

𝑦2مثطل: اد كطنون سدامي ب  معطوح    − 2𝑦 + 4𝑥 + 3 = كنيم تط سدامي را ور   موو  بر محور سدامي ططرج مي 0

 اد ط  رطو  ك ام است؟ Mقط  كن   فطصل     Mنقط   

1  )4 2  )2 3  )1 4  )3 
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M 
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  تمرینات مهم کتاب درسی  فصل دوم 
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 ماتریس : 

ت. به هر يك از اين  ده اسـ ته شـ توني در آن نوشـ طري و سـ تطيل كه اعداد، با آرايش سـ كل مسـ جدولي به شـ

  اعداد درايه يا مؤلفه يا عنصر گويند. و به تعداد سطرها ستون ها مرتبه و يا اندازه ماتريس گويند. 

طر    اي  درايه از  منظور ت كه در سـ تون    iاسـ طر و    mكه    يماتريسـبه  دارد.    ام قرار  jام و سـ  nسـ

  گويند.  m.nستون دارد، ماتريس مرتبه 

𝐴هاي ماتريس   مثال : = [𝑖 + 𝑗و  ٢×٢[٢  𝐵 = [٢𝑖 + ٣𝑗]را بصورت آراية مستطيلي بنويسيد. ٣×٣ 

ماتريس
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  چند ماتريس مهم : 

 ماتريسي كه فقط يك سطر دارد. ماتريس سطري : -١

 

 

  

                                                       .تون دارده فقط يك س ماتريسي ك ماتريس ستوني : -٢

  

  

  ماتريسي كه تعداد سطرها و ستونهاي آن برابر است. ماتريس مربعي :  -٣

              

  
  

  

  :  Traceاثر ماتريس 

  در ماتريس مربعي، مجموع عناصر قطر اصلي را اثر ماتريس مي گويند. 

  

در را بيابيد.  اثر ماتريس   ماتريس   : ــال  ــث   م
  

  

  

 ماتريس مربعي كه عناصر خارج قطر اصلي آن صفر باشند.  قطري (قطر اصلي) : ماتريس -٤

  

  

         

 ماتريس مربعي كه عناصر خارج قطر فرعي آن صفر است.  ماتريس قطر فرعي : -٥

  

  nnn aaaA   111٢111 .....
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 ijaA
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  
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D b
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 
   
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0 0
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 هر ماتريس قطري كه عناصر اصلي آن برابر باشند.  ماتريس اسكالر : -٦

  

          

 هاي روي قطر اصلي يك باشد. هر ماتريس اسكالر كه دارايه ماتريس هماني (واحد) :

  

 

 ماتريس مربعي كه عناصر زير قطر اصلي آن صفر باشند.  ماتريس بالا مثلثي : -٧

  

  

         

 ماتريس مربعي كه عناصر بالاي قطر اصلي آن صفر باشند.  ماتريس پايين مثلثي : -٨

       

  

  

ال:   اتريس  مثـ 𝐴مـ = ൣ𝑎௜௝൧٣×٣
اي     ه هـ ا درايـ 𝑎௜௝بـ = ൜

𝑎٢ − ٣𝑎𝑖 + ٢𝑖٢        ∶      𝑖 < 𝑗

𝑎٢ − ٣𝑎𝑗 + ٢𝑗٢        ∶      𝑖 ≥ 𝑗
مفروض    

  يك ماتريس قطري است؟ A، ماتريس  aاست، به ازاي كدام مقدار 
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٤ 

ــاوي  Bو    Aدو ماتريس   تسـاوي دو ماتريس: ــاوي هاي متناظر آنها مده و درايهمرتبه بواند هرگاه هممس س

  باشد.

𝐴اگر    مثال: = ቂ
𝑥 + ٢𝑦 −1
𝑡 + 1 𝑧

ቃ   و𝐵 = ቂ
−٢ ٢𝑥 + ٣𝑦

𝑦 − 1 −𝑡 + 1 ቃ   وA=B   ل د، حاصـ را   x+y+z+tباشـ

  بدست آوريد؟

  

  

  

  

ــورت درايهمرتبه تعريف ميعمل جمع فقط براي دو ماتريس هم  جمع دو ماتريس: ــود كه در اينصـ هاي  شـ

  دهند.هاي ماتريس مجموع را تشكيل ميشده و درايههم جمعمتناظر دو ماتريس با

ቂ
1 ٢ −٣
٣ −1 ٤ ቃ + ቂ

٢ 0 1
−1 ٥ ٢ቃ = ቂ

٣ ٢ −٢
٢ ٤ ٦ ቃ 

m n m n ij ij ij ij m n
A B a b a b  

                

  

رب عدد در ماتريس: 𝐴اگر   ضـ = ൣ𝑎௜௝൧   ماتريسـي از مرتبهn*m    وk    عددي حقيقي باشـد، ماتريسkA  

  آيند.بدست مي kدر عدد  Aماتريس  هايهاي آن از ضرب درايهكه درايه n*mماتريسي است از مرتبة 

𝟐 ቂ
−𝟒 𝟓
𝟏 𝟑

ቃ = ቂ
−𝟖 𝟏𝟎
𝟐 𝟔

ቃ 

m n ij ij m n
kA k a ka 

         

٣𝐴اگر  مثال:  + ٢𝐵 = 𝐼   و𝐴 − 𝐵 = ቂ
٢ ٥

10 ٧ቃ   مجموع درايه هاي ماتريسA   كدام است؟  

  

  

  



 

 

٥ 

ــابهي با اين اعمال در اعداد حقيقي دارند،  نكته: ــرب عدد در ماتريس خواص مشـ اعمال جمع، تفريق و ضـ

توان  كردن عبارات ماتريسـي كه فقط شـامل جمع، تفريق و ضـرب عدد در ماتريس باشـند ميادهبنابراين در سـ

  عبارات را ساده كرد.نمود و آنها را عدد فرض 

رب دو ماتريس: 𝐴اگر     ضـ = ൣ𝑎௜௝൧
௠×௡

𝐵و    = ൣ𝑏௜௝൧
௡×௣

رب   لضـ ند، حاصـ ت از   ABباشـ ي اسـ ماتريسـ

𝐶مانند  p*mمرتبة  = ൣ𝐶௜௝൧
௠×௣

  شوند:هاي آن به شكل زير محاسبه ميكه درايه 

1

n

ij ik kj
k

C a b



    

  Aام ماتريس   iست از ضرب سطر ا عبارت ،ام ماتريس حاصلضرب  jام و ستون  iبه عبارت ديگر دراية سطر  

  :  Bام ماتريس  jدر ستون  

...1 1 2 2ij i j i j in njC a b a b a b     

ቂ
1 ٢ −٣
٤ −1 ٢ ቃ ቈ

−1 ٢
0 ٣
٥ 1

቉ = ቂ
−1٦ ٥

٦ ٧ቃ 

  مثال : ضرب هاي زير را انجام دهيد.  

  

  

  

  

  

  

و                                                 مثال : اگر  

  

  را بيابيد.   (AB)باشد درايه سطر دوم ستون سوم  

  

  

𝐴مثال: اگر   = ቈ
٢ −٣ −٥

−1 ٤ ٥
1 −٣ −٤

቉   و𝐵 = ቈ
−1 ٣ ٥
1 −٣ −٥

−1 ٣ ٥
቉  :باشد ثابت كنيدAB=BA=o 
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
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٦ 

  ها:ويژگيهاي ضرب ماتريس 

   باشد: ئي نمي اراي خاصيت جابجاها دضرب ماتريس  -١

  ناميم.پذير مي دو ماتريس را جابجاشونده يا تعويض  AB=BAداشته باشيم    Bو  Aاگر براي دو ماتريس  

   باشد:  پذيري مي ها داراي خاصيت شركت ضرب ماتريس  -٢

     باشد: پذيري مي ها داراي خاصيت توزيع ضرب ماتريس  -٣

    باشد:ها داراي عضو خنثي مي ضرب ماتريس  -٤

    باشد: ها خاصيت حذف برقرار نمي در ضرب ماتريس   -٥

  صفر نباشند. Bيا  Aهاي باشد ولي هيچكدام از ماتريس  AB=oها ممكن است در ضرب ماتريس نكته:  

در مورد آنها اگر دو ماتريس جابجاشـــونده باشـــند، تمام قوانين ضـــرب اعداد حقيقي از جمله اتحادها  نكته:  

  باشد آنگاه: AB=BAثال اگر صادق خواهد بود، بعنوان م

   2 24 3 4A B A B A AB B      

 2 2 22A B A AB B     

 n n nAB A B  

 

 

  

 

  جابجاشونده نباشند، حاصل عبارتهاي بالا را بايد بصورت زير بنويسيم:  Bو    Aهاي  اگر ماتريس نكته: 

  

    

       ...

2 2

2 2 2

4 4 4

n

A B A B A BA AB B

A B A B A B A AB BA B

AB AB AB AB AB

     

       

  
  اش جابجاشونده است: مرتبه با هر ماتريس هم  Iماتريس نكته: 

   2 2 2A I A I A I A I       



 

 

٧ 

  Bو    Aآنگاه  نوشت  Bاي برحسب ماتريس  را بتوان بصورت يك چندجمله  Aاگر ماتريس  نكته: 

  اند: جابجاشونده

3 24 3 2A B B B I AB BA         
  يك ماتريس مربعي باشد:  Aنكته: اگر  

m n n m m nA A A A A      

𝐴٢را خودتوان  گوئيم هرگاه    Aماتريس خودتوان: ماتريس مربع   = 𝐴   مشـخص اسـت كه اگر ،A    خودتوان

n    ، 𝐴௡ازاء هر عدد طبيعي باشد به = 𝐴.  

𝐴௞شـود   oيس برابر  گاه تواني از اين ماترتوان گوئيم هررا پوچ  Aتوان: ماتريس مربع  ماتريس پوچ = 𝑜   در ،

  خواهند بود. oرابر نيز در اين ماتريس ب kهاي بزرگتر از صورت تمام تواناين

ــت، ماتريسمثلثي كه درايههاي بالامثلثي يا پائيننكتـه: ماتريس ــفر اسـ ــلي آنهـا صـ هايي هاي روي قطر اصـ

𝐴௡داكثر به ازاء عدد طبيعي د، حباش  nاند و اگر مرتبه ماتريس توانپوچ = 𝑜    ∶ 𝑛 .  

 

 

 

 

رب ماتريس رب آنها نيز بالامثلثي اسـت و اگر   Bو    Aهاي مثلثي: اگر  ضـ لضـ ند، حاصـ دو ماتريس بالامثلثي باشـ

ورت درايهدو ماتريس پائين ت، در هر دو صـ رب آنها نيز پائين مثلثي اسـ لضـ ند، حاصـ هاي روي قطر  مثلثي باشـ

  .  Bو  Aهاي متناظر در قطر اصلي دو ماتريس حاصل برابر است با حاصلضرب درايهاصلي ماتريس 

ቈ
1 ٤ ٦
0 −٢ ٧
0 0 ٣

቉ ቈ
٥ 1 −٣
0 −1 ٤
0 0 −٢

቉ = ቈ
٥ ∗ ∗
0 ٢ ∗
0 0 −٦

቉ 

  رسند: هاي روي قطر اصلي به همان توان مي هاي مثلثي، درايه در توان ماتريس نكته:  

⎣
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⎡
𝑎11
0 𝑎٢٢
⋮ ⋱
0 0 ⋯ 𝑎௡௡⎦
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௞
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௞ ⎦
⎥
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٨ 

رب ماتريس ند،  Bو    Aهاي قطري: اگر  ضـ ت و درايهدو ماتريس قطري باشـ رب آنها نيز قطري اسـ لضـ هاي  حاصـ

  . Bو  Aهاي متناظر در قطر اصلي دو ماتريس روي قطر اصلي ماتريس حاصل برابر است با حاصلضرب درايه
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نيز يك ماتريس قطري اســـت كه هر دراية    kAيك ماتريس قطري باشـــد،    Aهاي قطري: اگر  توان ماتريس

  . Aام دراية متناظر در قطر اصلي ماتريس  kاصلي آن برابر است با توان روي قطر 
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𝐼௞ماتريس هماني باشد همواره   Iنتيجه: اگر   = 𝐼.  

  را بيابيد.   باشد درايه سطر دوم ستون سوم                          مثال : اگر  

  

  

  

  

  كدام است؟  باشد ماتريس                  مثال : اگر  

  

  

  

 
  

  كدام است؟ باشد ماتريس                   مثال: اگر  
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٩ 

 

  

  

مثـال: اگر    حاصل جمع درايه ها كدام است؟  در ماتريس 

 

  

 مجموع درايه ها كدام است؟  باشد در ماتريس   =A            مثال : اگر ماتريس  

  

  

  

  

  را بيابيد. باشد                         مثال : اگر  

𝐴٢ باشد و داشته باشيم  nيك ماتريس مربع مرتبه   Aاگر مثال:  − 𝐴 + 𝐼 = 𝑜 حاصل𝐴را برحسب   ٤A  

  دست آوريد.ه  ب

  

  

 

  

𝑥]هاي معادلة  مثال: مجموع ريشه  ٤ −1] ቈ
٢ 1 0
1 0 ٢
0 ٢ ٤

቉ ቈ
𝑥
٤

−1
቉ =  كدام است؟  0

1 (٣) ٤  ٣) ٣  - ٤) ٢  ٤ -  
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𝐴اگر  مثال:  = ቈ
1 1 0
٢ −1 1
1 1 1

቉   باشد، دراية سطر اول و ستون سوم𝐴كدام است؟ ٣ 

1 (1  ٢ (0  ٣ (1 -  ٢) ٤  

  

  

  

𝐴مثال: اگر   = 𝐴٢ − 𝐼  ،كدام گزينه صحيح است؟باشد 

1  (𝐴٥ = ٥𝐴 − ٣𝐼  ٢  (𝐴٥ = ٥𝐴 + ٣𝐼  ٣  (𝐴٥ = ٥𝐼 − ٣𝐴  ٤  (𝐴٥ = ٥𝐼 + ٣𝐴  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

١١ 

  
  دترمینان : 

  نمايش مي دهند.  det Aيا  عددي است كه به ماتريس هاي مربعي نسبت ميدهند. با  

   ٢×٢در ماتريس 

  

ي اسـت كه از حذف سـطر  : Aام    ijكهاد   تون    iماتريسـ نمايش   ijMبدسـت مي آيد و با   Aام ماتريس    jام سـ

  ند. مي ده

        

  

  

    :عددي است برابر  : Aام  ijهمسازه 

  

  

    ٣×٣در ماتريس   وضعيت ضريب  

  

  

  

  

  

A

ji )( 1

 دترمينان

M

M
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 
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 
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  

1 2 3
4 6
7 8 9
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a b
ad bc

c d
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( )i j
ij ijA M 1

( )A    1 1
11

6
1 3

8 9
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( )A   1 2
12

4 6
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7 9


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
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













333231

232221

131211

aaa

aaa
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١٢ 

  ي دترمينان محاسبه

ضـرب برابر اسـت با مجموع حاصـل(يا مراتب بالاتر) باشـد دترمينان آن  يك ماتريس  Aاگر   روش بسـط:

  لاً : هاي خود مثهاي يك سطر (يا يك ستون) در همسازهدرايه

       بسط حول سطر اول                                                       

  

  

  توان حول هر سطر يا هر ستون به شكل فوق بسط داد. دترمينان را مي

  

  

  

  مثال : حاصل دترمينان مقابل را بيابيد؟ 

  

  

  

  

    

𝐴دترمينان ماتريس    aبه ازاء كدام مقدار  مثال:  = ቈ
٣ −1 0
٩ ٧ 𝑎
٥ ٢ 0

቉   است؟ ٢٢برابر  

  

  

  

อمعادلة دترمينان   Kمثال: به ازاء كدام مقدار 
𝑥 0 𝑘
1 𝑥 + 1 0
٢ 0 𝑥 + ٢

อ =   فقط يك ريشه دارد؟  0

  

٣٣















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ihg
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cba
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٤
٩٧
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٣
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
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  : ٣*٣دستور ساروس براي محاسبة دترمينان ماتريس 

𝐴ماتريس   = ൥

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

൩ نويسيم: را در نظر گرفته و اين ماتريس را دوبار كنارهم مي  

a b c a b c

d e f d e f

g h i g h i

   
   
   
        

هاي مورب چپ و راسـت را محاسـبه نموده و تفاضـل اين هاي روي خط مجموع حاصـلضـرب هريك از درايه

  آوريم:مطابق رابطة زير بدست ميمجموع را 

|𝐴| = (𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ) − (𝑎𝑓ℎ + 𝑏𝑑𝑖 + 𝑐𝑒𝑔) 

𝐴مثلاً اگر   = ቈ
1 ٣ ٢
٥ −٤ ٦

−1 ٢ ٣
቉  باشد، دترمينان ماتريسA  طبق روش ساروس به ترتيب زير محاسبه   بر

  شود:مي 

ቈ
1 ٣ ٢
٥ −٤ ٦

−1 ٢ ٣
቉ ቈ

1 ٣ ٢
٥ −٤ ٦

−1 ٢ ٣
቉ |𝐴| = (−1٢ − 18 + ٢0) − (1٢ + ٤٥ + 8) = −٧٥ 

  مثال : حاصل دترمينان مقابل را بيابيد. 

 

 

  

 

  

  

  

  

  




1 2 1
3 4
1 2 1

5

 
 

0 1 2
1 0 3
2 3 0
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  دترمينان : هاي ويژگي  

 يس صفر است. اگر تمام درايه هاي يك سطر يا يك ستون ماتريس صفر باشد دترمينان ماتر )1

  

   

 اگر دو سطر يا دو ستون ماتريس برابر باشد دترمينان ماتريس صفر است.  )٢

 

تون) ماتريس )٣ طر (يا يك سـ فر خواهد   ،اگر يك سـ د، دترمينان صـ مضـربي از يك سـطر(يا سـتون) ديگر باشـ

   بود.

อ
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

𝑘𝑎 𝑘𝑏 𝑘𝑐

อ = อ
𝑎 𝑘𝑎 𝑑
𝑏 𝑘𝑏 𝑒
𝑐 𝑘𝑐 𝑓

อ = ٠ 

 برابر مي شود.  Kبرابر شود دترمينان ماتريس  Kر درايه هاي يك سطر يا يك ستون اگ )٤

  

 

 مرتبه ماتريس است)  nبرابر مي شود. ( nKبرابر شود دترمينان ماتريس  Kاگر همه درايه ها  )٥

                            (اگر عددي از دترمينان خارج شود به توان مرتبه مي رسد) 

 

                    |𝐴 + 𝐵| ≠ |𝐴| +

|𝐵|      

  

  

  

 دترمينان ماتريس بالا مثلثي، پايين مثلثي برابر حاصل ضرب قطر اصلي است.  ) ٦

 

  

  

  

  

AB A B

....... ...n nA A A A A A1 2 1 2

nnA A

( )nA A  1

0
٦٥٤
٣٢1
000


0
٦٥٤
٦٥٤
٣٢1


a b c

d e adf

f

0
0 0

nKA K A
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 دترمينان ماتريس قطري برابر حاصل ضرب قطر اصلي است.  )٧

 

  

  

  دترمينان ماتريس قطر فرعي برابر : 

  

  

อگر  امثال: 

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎٢ 𝑏٢ 𝑐٢
𝑎٣ 𝑏٣ 𝑐٣

อ = อباشد، حاصل   ٢−

𝑎1 −٣𝑏1 𝑐1
−٢𝑎٢ ٦𝑏٢ −٢𝑐٢

𝑎٣ −٣𝑏٣ 𝑐٣

อ كدام است؟  

  

  

  

𝐵𝐴𝐵دو ماتريس مربعي باشند بطوريكه    Bو   Aمثال: اگر  = ቂ
٢ ٣
0 ٢ቃ   و𝐴𝐵 = ቂ

٢ 0
٤ 1ቃ   آنگاه|𝐴| 

  كدام است؟

  

  

  

ቚو  |𝐴|𝐴|−|ل  حاص باشد، ٣* ٣يك ماتريس  Aمثال: اگر 
1

|஺|
𝐴ቚ   را برحسب|𝐴| .بدست آوريد  

  

  

  

  

a

b
abcd

c

d



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

٣٢1

1

٢

٣

٣

٢

1

00
00
00

00
00
000

aaa

a

a

a

a

a

a


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  كاربرد دترمينان 

ر اسـت باشـد، مسـاحت مثلث براب  ABCسـه رأس مثلث    و                 و                           اگر     - ١

 با :

  

  

    

 ن را بيابيد؟ مختصات رئوس مثلث باشد، مساحت آ C) 1,  ٤و ( B) ٢,  ٣و ( A) 1,  ٢مثال : اگر (

  

  

  

,𝑎)معادلة خطي كه از نقاط   -٢ 𝑏)   و(𝑐, 𝑑) برابر است با :   گذردميอ
𝑥 𝑦 1
𝑎 𝑏 1
𝑐 𝑑 1

อ = 0 

 

 

 

   :   هميلتون - قضيه كيلي 

باشد. همواره                       اگر  

𝐴مثال: اگر   = ቂ
1 −1
٢ 𝑘

ቃ  آنگاه براي چند مقدارk   تساوي ،𝐴٢ + ٢𝐴 − 𝐼 = 𝑂  ت؟ درست اس  
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
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   وارون یک ماتریس : 

در اين    AB = BA = Iوجود داشته باشد كه    Bرا وارون پذير گوييم اگر ماتريس مانند    Aماتريس مربعي  

  نمايش مي دهيم. پس  با  گوييم و Aرا وارون  B صورت

𝐴٢مثال: اگر   = 𝐴𝐵 + 𝐼  باشد، وارون ماتريسA  .را بدست آوريد  

  

  

𝐴٢: اگر  لمثا = ٢𝐼  ،باشد(𝐼 + 𝐴)ି1 .را بدست آوريد  

 

  

  : ٢×٢ ماتريس محاسبه وارون

𝐴اگر  = ቂ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቃ  باشد وارون ماتريسA :برابر است با  

𝐴ି1 =
1

|𝐴|
ቂ

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

ቃ =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
ቂ

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

ቃ 

  

𝐵 مثال: وارون ماتريس  = ቂ
٢ −٣
٥ −1ቃ  .را بدست آوريد  

  

1AAA A A I  1 1

وارون و دستگاه  

 معادلات 
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  اي ماتريس وارون :ويژگي ه

1ି(𝑘𝐴)    عددي حقيقي باشد: kپذير و  ماتريسي وارون  Aاگر . 1 =
1
௞

𝐴ି1    

    

1ି(𝐴𝐵)                              پذير باشند: دو ماتريس وارون   Bو   Aاگر  .٢ = 𝐵ି1𝐴ି1    

              

1ି(𝐴௡)                عددي طبيعي باشد: nپذير و  ماتريسي وارون  A. اگر ٣ = (𝐴ି1)௡    

    

|𝐴ି1|                                            پذير باشد:ماتريسي وارون  A. اگر ٤ =
1

|஺|
        

  قانون حذف برقرار است:   ،  AB=ACدو ماتريس باشند بطوريكه   Cو  Bپذير و  ماتريسي وارون  Aاگر  .٥

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 ⇒ 𝐵 = 𝐶    

  .  A=Iپذير و خودتوان باشد آنگاه  ماتريسي وارون  Aاگر  نتيجه: 

𝐴)                   پذير باشند، در حالت كلي:دو ماتريس وارون   Bو    Aنكته: اگر   + 𝐵)ି1 ≠ 𝐴ି1 +

𝐵ି1               

𝐴٢𝐵دو ماتريس باشند بطوريكه    Bو   Aمثال: اگر  = 𝐴 + 𝐼  وارون ماتريس ،A كدام است؟  

1  (AB+I ٢  (BA-I ٣  (AB-I ٤  (BA+I 

  

  

𝐴٣باشد بطوريكه   n *nماتريسي   A: اگر لمثا = 𝑜   حاصل ،(𝐴 + 𝐼)ି1  كدام است؟  

1 (I-A ٢  (A-I ٣  (𝐴٢ − 𝐴 + 𝐼  ٤  (𝐴٢ + 𝐴 + 𝐼  

  

𝐴ି1پذير باشد بطوريكه  و وارون   ٣×٣ماتريسي  Aمثال: اگر  = ٢𝐴در اينصورت   ٢|𝐴| كدام است؟  

1 (٢  ٢  (1
٢

  ٤  ٢٣√)  ٣  (1
√٢٣  
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پذيري  ، ثابت كنيد با فرض وارون  A+B=ABمرتبه باشند بطوريكه  دو ماتريس مربعي هم   Bو   Aاگر  مثال:         

A   ،B  پذير است و داريم: نيز وارون        𝐴ି1 + 𝐵ି1 = 𝐼    

                       

  

  

  

𝐴ି1اگر مثال:  = ቂ
٣ ٢

−1 ٢ቃ  و𝐵ି1 = ቂ
٣ 1
٢ −٢ቃ  باشد، حاصل(8𝐴𝐵)ି1 كدام است؟ 

1 (ቂ
1 −1
1 0 ቃ  ٢ (ቂ

1 1
1 0ቃ  ٣ (ቂ

٦٤ −٦٤
٦٤ 0 ቃ  ٤ (ቂ

٦٤ ٦٤
٦٤ 0 ቃ  

  

                

  

 ، كدام است؟ Aسطر اول ماتريس                                       ي ماتريسي، از رابطهمثال: 

1 (  ٢ (      

٤  ) ٣ (  

  

   دستگاه معادلات خطي :

  

              

  
  

  حل دستگاه معادلات خطي : 

  

 1٧1٢  ٣0٢1
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  با استفاده از وارون ماتريس : 

جوابهاي دسـتگاه را . پذير اسـتوارون  Aماتريس  و   دترمينان ماتريس ضـرائب مخالف صـفر اسـت  با شـرط اينكه

𝐴𝑋          توانيم از رابطة روبرو بدست آوريم: مي = 𝐵 ⇒ 𝐴ି1𝐴𝑋 = 𝐴ି1𝐵 ⇒ 𝑋 = 𝐴ି1𝐵  

  

                                             وارون حل كنيد.   ماتريس دستگاه مقابل را به روش مثال: 

൜
٢𝑥 − ٣𝑦 = ٤
𝑥 + ٢𝑦 = ٩

  

  

  

  :دو معادله دو مجهول ها در دستگاه تعداد جواب

൜  توان با معادلات  هر دستگاه دو معادله و دو مجهول را مي 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐 نشان داد كه هر معادله   ′

ها توانند متقاطع، موازي يا منطبق باشند و تعداد جواب دهندة يك خط است، بنابراين دو خط فوق مي نشان

  باشد:در دستگاه بصورت زير مي 

௔اگر   )1

௔′ =
௕

௕′ =
௖

௖   باشد، دستگاه بيشمار جواب دارد.  ′

௔اگر   )٢

௔′ =
௕

௕′ ≠
௖

௖  باشد، دستگاه جواب ندارد. ′

௔اگر   )٣

௔′ ≠
௕

௕′ .باشد، دستگاه داراي يك جواب است 

൜، دستگاه معادلات خطي   mمثال: به ازاي چند مقدار  
𝑚𝑥 + ٢𝑦 = 𝑚 + ٢
٣𝑥 + (𝑚 + ٥)𝑦 =   بيشمار جواب دارد؟   ٢

  

  

൜مثال: در دستگاه معادلات  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = ٢

𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = ቂتريس ضرايب مجهولات به صورت  معكوس ما 1−
0 −1
٢ 1 ቃ  

  را بدست آوريد.   x+yاست، 
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൜اگر دترمينان ماتريس ضرايب دستگاه معادلات  مثال: 
𝑎𝑥 + ٢𝑦 = ٤
𝑏𝑥 − ٥𝑦 = كدام    xباشد، آنگاه مقدار 1٧برابر  ٧

  است؟

  

    تمرينات مهم كتاب درسي  فصل اول 
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)(  ن بعد   1 نمایش نقاط در فضای  )R   فقط بآ  ن سخی  رمآ س  د   سی شد(x)  

)(  و بعد   2    )R   (x,y) وتب رمآ س  د  سی شد زو رقله بآ  ن  وج س 2

)( ره بعد   3    )R   (x,y,z)زو رقله بآ  ن ره تآ ی سوتب رمآ س  د   سی شد   3

 xودحد  ی جهر سحدی   mبآشکد د  سبدأ    A(m,n,p)سخیصکآت زو رقله  ی ف کآ   لخدد   ی ودقع ا یس رقله درکر دگو  

 بور م    Aزآ حو ر سی  ن م تآ به رقله   zودحد  ی جهر سحدی   pس  زکآ رپ yودحکد  ی جهر سحدی    nو رپس  

 

 دستگاه مختصات قائم )راستگرد( 

 

 

 

 

  ی  ریگآ  سخیصآت قآئم ره سحدی زم سبدأ  و به  و امد  بو زم سی بآشند   

              
 

زآ  لی بآشدب درگدر شصر   y ه رتبر سحدیزآ بآ د به رحد  بآشند  ه دگو چهآی درگدر  رر یدرر بآ جهر سحدی 

 زآ ید ردآش خددزد  د     zجهر سحدی  

 

 

 بردار
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 یو   ریگآ  سخیصآت قآئم رمآ س  ز د  C( -2,   3,   1و ق B(  2,   3,   -4و ق A(  2,   3,   4سثآل : رقآط ق

 

 

 

 

 

 

 

 

صکآت امد   بگیی  و بو سحدیزآ  سخی A ز م  ه د   سخیصکآت  ن رقله  ی د   ف کآ رکه صکفحه ابدی سیبود   آفی   

 بآشد   

 

 

 

             طول پاره خ     

 
),,(سثآل : فآصله  و رقله 222 −−A  و),,( 401−B  : بودبو درر بآ 

 

 

 

),,(:   1سثآل   241A   ب),,( 242B   ب),, 102 −C   ن د  سخیصآت ره یأس سثلث بآشدردع سثلث ید سدخ  

 

 

 

 

 

 

),,(زآ رقله د  ب آب د  ه د  رقآط  x:   یو  سحدی  2سثآل   321A و),,( 233−Bبه  ن فآصله بآشد 

 

 

 

),,(زآ رقله د  ب آب د  ه د  رقله  y:   یو  سحدی  3سثآل   121−A بآشد  10به فآصله 

 

 
 

( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −2 2 2
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    Bو  Aوس   Mمختصات نقطه 
 

),,(یصآت ورطسثآل : سخ 311A  و),,( 113 −B  : بودبو درر بآ 

),,(,, 112
2

13
2

11
2

13
=







 −++
=M 

 

 Bنسبت به  Aقرینه 
 

),,(سثآل : قو نه رقله 131A  رتبر به),,( 110 −B  : بودبو درر بآ 

),,(),,(),,( 3111312202 −−−=−−=−= ABA 

 

 
 

),,(: 4سثآل   110 −−A   ب( , , )B 2 1 )ب   1 , , )C −4 3 و و طدل    BCورکط   Mسخیصکآت رکه یأس سثلث بآشکد سخیصکآت    3

 ید ب آب د    Mید رتبر به  Aو قو نه   AMس آره  

 

 چند نکته : 
)  زآ بآشد دیتفآع و اوض اش صفو درر  xدگو رقله یو  سحدی   -1 , , )A x 0 0  

)  زآ بآشد طدل و دیتفآع اش صفو درر yی  یو  سحد  دگو رقله -2 , , )A y0 0  

)  زآ بآشد طدل اوض اش صفو درر  zدگو رقله یو  سحدی   -3 , , )A z0 0  

)              بآشد دیتفآع اش صفو درر  xyدگو رقله یو  صفحه   -4 , , )A x y 0  

)              بآشد طدل اش صفو درر  yzدگو رقله یو  صفحه   -5 , , )A y z0    

)   بآشد اوض اش صفو درر xzدگو رقله یو  صفحه   -6 , , )A x z0  

 

 

 

 

 

 

 
z 

x 

y 

z 

x 
y 

 

 

 

 

 

 

( , , )A B A B A Bx x y y z zA B
M M

+ + ++
= → =

2 2 2 2
 

A A
B A B A

+
= → = −2

2  
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 تصاویر: 

)تصد و رقله  , , )A x y z   یو  سحدیx   زآ    ( , , )A x 0 0  

)تصد و رقله  , , )A x y z   یو  سحدیy زآ    ( , , )A y 0 0    

)تصد و رقله  , , )A x y z   یو  سحدیz زآ    ( , , )A z 0 0  

)تصد و رقله  , , )A x y z    یو  صفحهxy    ( , , )A x y 0  

)تصد و رقله  , , )A x y z    یو  صفحهyz    ( , , )A y z 0  

)تصد و رقله  , , )A x y z    یو  صفحهxz    ( , , )A x z 0  

 

 

زآ  غ وزمنآم صفو قودی  بود   آفی  تصد و رتبر به سحدیزآ و صفحآت  آفی درر سؤلفه

  ز م  

 

 

 قرینه ها 

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به سحدیx   زآ  ( , , )A x y z − −  

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به سحدیy زآ  ( , , )A x y z − −  

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به سحدیz زآ  ( , , )A x y z − − 

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به صفحهxoy  ( , , )A x y z − 

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به صفحهyoz  ( , , )A x y z − 

)قو نه   , , )A x y z    رتبر به صفحهxoz  ( , , )A x y z − 

)قو نه   , , )A x y z  تآ سبدأ سخیصآت  ( , , )A x y z − − − 

 

 

                    

 

),,(: دگو رقله  5  سثآل bbaA ),,(قو نه رقله   −3 21 mB   رتبر به سحدیoz   بآشدa+m   ید ب آب د 

 

 بود  قو نه  و ش  آفی درر سؤلفه زآ  غ وزمنآم قو نه شد   
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),,(: دگو رقله6سثآل   814 −A    ید بو صفحهxy    تصد و  ن مB   نآس م دگو A بو سحدیZ تصد و  ن مC  بنآس م فآصله سبدد

 چقدی دررBCد  ورط  

 

 

 

),,(له: رق   7سثآل 221 −A    سفووض درر 

 بآشد؟  1به فآصله   Aوجد   دی   ه د    xyدلف( چند رقله د  صفحه  

 بآشد؟    2به فآصله    Aزآ وجد   دی   ه د    xب( چند رقله یو  سحدی 

 

 

 فاصله ها 

)فآصله   , , )A x y z   تآ سحدیx  زآ   y z+2 2 

)فآصله   , , )A x y z   تآ سحدیy  زآ   x z+2 2  

)فآصله   , , )A x y z   تآ سحدیz  زآ   x y+2 2  

)فآصله   , , )A x y z   تآ سبدأ سخیصآت    x y z+ +2 2 2 

)فآصله   , , )A x y z   تآ صفحهxy                                  z 

)فآصله   , , )A x y z   تآ صفحهyz                                 x 

)فآصله   , , )A x y z آ صفحه  تxz                                   y 

                      

 

 

 بآشد؟ 1بودبو   xyزآ وجد   دی   ه فآصله ارهآ تآ صفحه   z: چند رقله یو  سحدی    8سثآل

 

 

 

 بآشد؟   5و د  سبدأ سخیصآت به فآصله    3زآ به فآصله   yوجد   دی   ه د  سحدی   xoy: چند رقله یو  صفحه    9سثآل
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 تآ سبدأ سخیصآت ید ب آب د    Aسی بآشد فآصله   3و  2و 3بیوت ب  z , y , xتآ ره سحدی  A: فآصله    10سثآل

 

 

 

   ABCمرکز ثقل مثلث  Gمختصات  

 ( , , )A B C A B C A B Cx x x y y y z z zA B C
G G

+ + + + + ++ +
= →

3 3 3 3
 

            

  

 

),,(:   11سثآل 110 −−A  ب ( , , )B 2 1 )ب   1 , , )C −4 3 فآصکله سو ز ثق  سثلث د  سبدد    سخیصکآت رکه یأس سثلث بآشکد  3

 سخیصآت یدب آب د

 

 

 

   بوقودی درر A+C = B+Dب   سخیصآت یئدس یدبله    ABCD ی سیدد   دلاضلاع   نکته :

 

 

),,(:  12سثآل 112A و),,( 321B و),,( 410C   سخیصکآت رکه یدس سیدد   دلاضکلاعACBD    درکرب سخیصکآتD 

  ید ب آب د 

 

 : بردار

 سی گد  م  تدجه  ن د  ه جهر به سعنی یدریآ و رد درر   بو دیبه زو پآی  خط جهر  دی  ن  

و ب  ه تنهآ  لی د  اش زآ د  سبدد  سی تددش یرکم   بو دیزم دی  قستکآو ( بآ  ن   بو دیودضک  درکر  ه زمددی  بی شکمآی  

 بو دی گد  م   رمآ ند   سخیصآت شووع سی شد   ه به اش 

 

 
A 

B 

C 

D 

M 

O 

A B 

C D 
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)زو پآی  خط جهر  دی بآ رقله شووع سبدأ سخیصآت   بردار : , , )o 0 0  (OMید  ن بو دی گد  م  ق 0

 زو بو دی بآ سخیصآت دریهآ  اش رمآ س سی  ز م   

 اندازه بردار

2
3

2
2

2
1 aaaa  =دردد  ق طدل( بو دی  =++

 

قدردد   بو دی(  م ر درکر   a دید  رکه سؤلفه درکر  ه جهر و یدرکیآ ید سدکخ  سی  ند ولی aتدجه : زو بو دی

 اد   

 

 

iتدجکه : بو دیزکآ 

jو  


kو  


بو دیزکآ   لکه سحدیزکآ سخیصکککآت سی بکآشکککد  که    

زتکککینکد و زو بو دی ید سی تددش  کن    ozو    oyو    oxبیوت کب بو دی  لکه سحدیزکآ   

 ردشر    Kو  jو  iتو  ب خلی د   

( , , )a a a a a i a j a k= + +1 2 3 1 2 3 

 

 

),,(دگو:  ضرب عدد در بردار 321 aaaa و k    اد  حق قی بآشد 

),,(),,( 321321 kakakaaaakka == 

 

 

aa 22 = 

akka = 

aa 22 =− 

 

),,(رمآ س سی  ز م −aید بآ aقو نه بو دی 321 aaaa aaبآ د بددر م  ه  −−−− −=   

 

 

 سثآل

k 

j 
i 
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 دو بردار هم ارز : 

 بآشند زم دی  رآس د  سی شد   زم دردد  ب زم جهر ی  ه   و بو د

 دو بردار موازی :








⎯→⎯

0

0

k

k
   k

b

a

b

a

b

a
vkvvv ====

3

3

2

2

1

1|| 

 

 

knjia:  و بو دی  13سثآل mkjibو =++ ++=  ید ب آب د    nو   mسدد   بآشندب   52

 

 

 

 

),,(:  و بو دی  14سثآل na ),,(و 22 313 +mb   سدد   بآشندبm   وn    ید ب آب د 

 

 

 

 

),,(:  و بو دی  15سثآل 021+ma و),,( 141 −− nb   سدد   بآشندبm   وn    ید ب آب د 

 

 

 

 

b: بو دی  16سثآل

kjiaید چنآش ب آب د  ه بآ   −+=


 بآشد  b=6سدد   بآشد و

 

 

 

a و     b جهر  سدد   و زم      

a و      b سدد   و سخیلف دلجهر     
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چدش زو بو دی بآ سخیصکآت دریهآ  اش سدکخ  سی شکد ب پس بود  تصکد و و قو نه  و ش  ن بو دی  آفی درکر رقله  

 دریهآ ید تصد و  آ قو نه  ن م به انددش سثآل : 

),,(تصد و 321 aaaa

),,(زآ  xیو  سحدی    001aa


   

),,(تصد و 321 aaaa

),,( xyیو  صفحه    021 aaa


  

),,(قو نه 321 aaaa

),,(زآ   xرتبر به سحدی    321 aaaa −−


 

),,(قو نه 321 aaaa

),,( xyرتبر به صفحه     321 aaaa −


  

 

): بو دی  17سثآل , , )a − −1 2  سفووض درر :  3

 : ox  تصد و بو دی یو  سحدی  1

 : ox  دردد   تصد و بو دی یو  سحدی 2

 : oz  قو نه بو دی رتبر سحدی  3

 : xoz  تصد و بو دی یو  صفحه  4

 : xoz  دردد   تصد و بو دی یو  صفحه  5

 

 

),,( ی بو دیتوجه :  321 aaaa  1بهa 2وa 3وa ب تصککد وبه توت a     یو  سحدیزآx   وy  وz 1گد  م و بهa   2وa 

 گد  م    zو   yو  xیو  سحدیزآ    aدردد   تصد و 3aو

 جمع برداری : 

)دگو   , , )a a a a1 2 )و  3 , , )b b b b1 2   ه    cبآشد سجمدع  و بو دیب بو دی  درر سآرند  3

( , , )c a b a b a b a b= + = + + +1 1 2 2 3 3 

 

 جمع متوازی الاضلاعی : 
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 تفاضل دو بردار

),,(حآص  تفآض   و بو دی 321 aaaa و),,( 321 bbbb                 بودبو درر بآ),,( 332211 babababa −−−=−   

 

  

 

 

 

 

),,(: دگو  18سثآل 121 −a

),,(و   112 −b


 بآشندب 

baدلف( حآص   baو  + 32  ید ب آب د   −

baب( حآص     ید ب آب د    +

 

 

 چند نکته مهم : 

aدگو   -1 b⊥ دد   دلاضکلاع بنآ شکد ب یو سیa  وb   ستکیل   خددزد بد  قلوزآ  ستکیلa b+   وa b−  

aبودبو خددزد بد    b a b a b⊥  + = − 

لد   خددزد پس طدل ضکلع  زآ بودبو   bو   aد  یو   دگو قلوزآ بو زم امد  بآشکند سیدد   دلاضکلاع بنآ شک  -2

)درر   ) ( )a b a b a b+ ⊥ −  = 

90  aدگو   -3 b a b+  − 

=90  aدگو   b a b+ = − 

90  aدگو   b a b+  − 

 

): دگو بو دی   19سثکآل , , )a m −2 bو   1 = aب  و بو دی   41 b+   وa b−    امد  بو زم بآشکککند سقددی سثبرm  

  ددم درر؟ 

 

ABبآشد ارگآ    BCس آره ودی  بو ضلع  AMگو د  ABC ی سثلث   نکته : AC
AM

+
=

2
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 سی رآ رد  ققآاد  بنز(   120دگو بوا ند ره بو دی زم دردد   صفو بآشد  ره بو دی  وبدو بآ زم  دو ه   نکته :

→






==

=++

cba

cba 0
 

 

 

 نیمساز دو بردار

aیبود  بدرکر اوی ش بو دی   ه  دو ه ب    و بو د

bو  


ید رصکف سی  ند رمی تددش  و   

baبو دی ید جمع  و  سگو بآشکد ق ی سیدد   دلاضکلاع قلو ر متکآ  ر تکر ولی  ی   =

aلد   قلو ر متکآ  درکر(  پس بآ د دبیدد  له بو دیزآ 

bو  


ید حتکآب  ن م رکپس بآ  

 زم جمع  ن م   

    

تدجه : زو ضکو بی د  بو دی
b

b

a

a


ضکوب  ن م   baر ز سی تددرد بو دی ر متکآ  بآشکد  دگو بو دی سفووض ید  ی    +

baabبو دی


 حآص  سی شد    +

 

 

): ر متآ   و بو دی 20سثآل   , , )a = 1 2 )و   2 , , )b 3 0  ید ب آب د    4

 

 

 

 

سی رآ رد  بو دی 60بآ زم  دو ه   5و   2بآ دردد   د   bو  a: بو دیزآ   21سثآل
b

b

a

a
 چه  دو ه د  سی رآ  ؟  a2بآ +

 

 

 

 

baab = ر متآ 


+       b , a 
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      دو بردار )نقطه ای و اسکالر(                                      ضرب داخلی  

. cosa b a b = 

 د   درر  ه بودبو حآص  ضوب دردد   زآ  اش  و بو دی  ی  ت ندس  دو ه ب   اش  و سی بآشد   ا

 دثبآت :

 

 

 

 

 

 صورت تحلیلی ضرب داخلی : 

)دگو   , , )a a a a1 2 )و 3 , , )b b b b1 2   دی م   3

 

 حآص  ضوب  دخلی  و بو دی  ن اد  حق قی درر  ه س یددرد سثبر سنفی  آ صفو بآشد  

اد  سنفی درکر و دگو  a.bاد  سثبر و دگو  دو ه ب    و بو دی سنفوجه  بآشکد   a.bدگو  دو ه ب    و بو دی حآ   بآشکد  

332211زآ  بو دی سعلدم بد  د و سؤلفهفو درکر  دگبودبو صک  a.b و بو دی بو زم امد  بآشکند   babababa و دگو    .=++

  دردد   و  دو ه ب    و بو دی سعلدم بآشد  

 

): دگو  22سثآل , , )a −3 1 )و  1 , , )b 2 1 ),,(و  1 421c

 سللدب درر :   

1  )a.b  2  )b.a  3  )a.(b+c)  4  )a.a   

 

 

 

 

 

 

baبآشد حآص  30و  دو ه ب    و بو دی  b=30و  a=2: دگو  23سثآل  ید ب آب د     .

 

 

.a b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3  

cos. baba =  
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 سیدد   دلاضلاع درر  حآص  اد    ددم گز نه بزیگیو درر؟    ABCD ی شل  سقآب ب   :  24سثآل

1)ADAB.  2)ADAC.   

3)ADAD.  4  زو ره  لتآش ) 

 

 

 

 

 

 

 : بآ تدجه به شل  سقآب  حآص  اد    ددم گز نه بزیگیو درر؟    25سثآل

1)1ba.    2)2ba .  3)3ba  ( زو ره  لتآش4   .

 

 

 

 

 

 ای  ویژگی ضرب نقطه

.a a a=
2

 1ق 

. .a b b a= 2ق 

.( ) . .a b c a b a c+ =  3ق +

 شوط امد  بد ش  و بو دی غ و صفو

.a b a b=   4ق 0⊥

 تددش  ی  ن بو دی  لخدد  ضوب  دخلی  و  :( طوف   زو تتآو  بو دی  ید سی5

 

cbcaba .. == 

 دیزآب قآردش حیس زمددی  بوقودی ر تر :  (  ی ضوب  دخلی بو 6

bacbca == .. 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B C 

D 
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cbcaد   تذکر! ..  درر و  لاً به شوح   و درر :  a = bزآ  تددش ره ری جه گوفر  ه  لی د  اشسی  =









=

⊥−

==−

=−=−=

oc

cba

baoba

cbacbcacbca )().(....  

 

. . .i i j j k k= = =1 1  8ق 1

. . .i j k j i k= = =0 0 0 

  ی ضوب  دخلی ر ز قآب  دریفآ   درر    2تمآم دتحآ زآ  جبو  شآس  تددش تدجه : 

22
babbabbaaaabba −=−−+=+− ....)).(( 

. . .a b c a b c a b a c b c+ + = + + + + +
2 2 2 2 2 2 2 

 

bababa .2
222
++=+ 

bababa .2
222
−+=− 

 

  ی سیدد   دلاضلاع سجمدع سوبعآت دقلآی بآ سجمدع سوبعآت دضلاع بودبو درر   نکته :

a b a b a b+ + − = +
2 2 2 22 2 

 

 

 

a(  1و   2ب  -1: دگو ق  26سثآل

kjb,و  


)(بآشدب حآص     =+3 ba


− )( ba


 ید ب آب د  2+

 

 

 

 

 

a: دگو  27سثآل = bو   3 = )بآشد حآص 60و  دو ه ب    و بو دی 2 ).( )a b a b+ −  ید ب آب د   3
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a: دگو  28سثآل   = bو   3 = baبآشد حآص   60و  دو ه ب    و بو دی  2  ید ب آب د   +2

 

 

 

),,(:  و بو دی  29سثآل 211 −+ma

),,(و  11 mb −


 ید ب آب د    mبو زم امد ردب   

 

 

 
 

kmji و بو دی  mبه د د   ددم سقددی :   30سثآل  بو زم امد رد؟  −j2و  2−++

 

 

++=0: دگو  31سثآل   cba
  بآشد وa bو   1= = cو   2 =  ید ب آب د   a.b + a.c + b.cبآشد دلف( حآص    3

 ید ب آب د    a.bب(حآص   

 

 

 

 

 

 

 ددم    b , aدرکر  حآصک  ضکوب  دخلی  و بو دی   6و   5و  3به توت ب   c ,b , a ی شکل  سقآب  دردد   بو دیزآ    :  32سثآل

 درر؟ 
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ocbaدگو   :  33سثآل caبآشدب حآص    2بودبو  cو   bو  a  زو ره بو دی  و دردد   ++=   ددم درر؟    −2

 

 

 

 

.حآص   2دلاضلاع شل    و به ضلع  سیتآو  ی سثلث   :  34سثآل . .AH AH AH AB AH AC+   چه قدی درر؟   +

 

 

 

 

 

 

 ید ب آب د    .ACABحآص  3:  ی سلعب شل  سقآب  به ضلع    35سثآل  

 

 

 

 

 

 

 زاویه بین دو بردار 

  

 

a دو ه ب    و بو دی  د  لحآظ تعب و زندری  ی شل  زآ    و

bو  


 درر   

 

 

 

 

 

C 

H 

A 
B 

 
     

 

 

a 

A 

B 

C 

.
. cos cos

a b
a b a b

a b
 = → =  



 

 

 

58 

 

):  دو ه ب    و بو دی   36سثآل , , )a 1 1 0  ( , , )b −0 1  ید ب آب د  1

 

 

 

 

 

kjaدگو:  37سثآل   jibو =−2 += ba  ب    و بو دی دو ه 2 baو +   ددم درر؟  −

 

 

 

 

 

 ددم درکککر؟     Acosسثلثی زتکککیند زآ   ب یأس  C(-1,  1, 3و ق B(3,  -1,  2ب ق  A(2, 1,  0رکککه رقله ق: :   38سثآل  

 (93قرودرو   

 

jiaبو یو   و بو دی:    39سثآل   33 kjibو =+   سیدد   دلاضلاای رآخیه شد  درر   ت ندس  دو ه =−−2

  (92 -)خارج از کشوردلاضلاع  ددم درر؟ ب    و قلو د   سیدد  

 

 

 

a.                                         رتزنامساوی کوشی شوا b a b   

 

),,(و   .ba=−9: دگو    40سثآل 212−=b    بآشدب حددقa   : بودبو درر بآ 
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x: دگو    41سثآل y z+ + =2 2 xبآشد  میو   سقددی   10 y z+ +2 2  چقدی درر؟   2

 

 

 

 

kczbyaxدگو نکته : 222ر مم سقددیبآشدب سی  ++= zyx 222بودبو بآ  ++

2

cba

k

++
  

            

 bروی   aتصویر بردار 

b
b

ba
a

b

ba

b

b

b

a
k


2

..cos
=→==→



b

a
kbkabkaba


=→=→=


|| 

 

         بودبو :  bیو  aپس تصد و

 

 

                   بودبو :   bیو  aدردد   تصد و

→= cosaa 

 

 

                      :   bرتبر به   aقو نه  

→
+

=
2

aa
a 

 

aaتدجه : زمددی  =   وa a     سی بآشد 

 

 
 

 

.a b
a b

b
 = 2  

.a b
a

b
 =  

a a a = −2  
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): تصد و و قو نه    42سثآل , , )a −3 1 )یو  بو دی    1 , , )b 1 2  ید ب آب د  2

 

 

 

 

 

),,(: دگو    43سثآل 102 −=a),,( 102=b بآشد تصد و بو دیba  ید ب آب د  ؟   b ی دسیدد  بو دی   +2

 

 

jia  بو دی: قو نه  44سثآل kjibرتکبر به بو دی  =− 22  ددم   c  و aسی رآس م  ضکوب  دخلی  و بو دی  cید   =−+

 خآیج د   ددی(  -90قرودرو   درر؟ 

1)
3
1

    ( صفو  2 −

3)
3
2

 4  )1 

 

  

 

 

            

          

 ضرب خارجی دو بردار

ضکوب خآیجی  و بو دیب بو دی  درکر  ه بو زو  و بو دی امد  درکر به ابآیت   گو بو صکفحه شکآس   و بو دی امد   

 شد   جهر حآص  ضوب خآیجی د  قآردش  رر یدرر سدخ  سیدرر  

 

sina b a b  = 

kbabajbabaibaba

bbb

aaa

kji

ba


)()()( 122113312332

321

321 −+−−−== 
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),,(: دگو  45سثآل 121a  و),,( 123b  و),,( 112=c

 بآشد سللدب درر :   

1  )ba


   2  )ab


  3  ))( cba


+  4  )aa


   

 

 

 

 

 

kjiaدگو-:   46سثآل kjbو  =−+ −=  زآ  ددم درر؟  zبو یو  سحدی  baبآشدب تصد و بو دی 2

1 )2- 2 )1-    

3 )2 4 )3  

 

 

 

 

 

 ویژگی ضرب خارجی  

a a o  1ق =

a b b a = −  2ق 

( )a b c a b a c + =  +  3ق 

a b a c =  → b c= 4ق 

)(||)( cbaocbaocabacaba −→=−→=−→= 

baoba


||= 5ق 

i j k  6ق =

oii = kij −=         j k i = 

ojj = ijk −=       k i j =  

okk = jki −= 

i 

j k 

+ 
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kjiiبو دیزآ  ودحد بآشند حآص  kو  jو  iدگو   :  47سثآل   (91قرودرو    ددم درر؟    ))((

      −i(  2  ( صفو1

3  )j  4  )k−  

 

 

 

a.: دگو    48سثآل b a b ==2بآشد و = ba    بآشد حآص( ) ( )a b a b+   ید ب آب د     3−

 

 

 

 

): دگو  49آلسث , , )a −1 1 )و1 , , )b −2 1  امد  درر   bو   aبو بو دیزآ  بآشد بو دی  ب آب د  ه    1

 

 

 

 

 

): دگو  50سثآل , , )a −1 1 )و1 , , )b −2 1 baو   −baبآشد بو دی  ب آب د  ه بو بو دیزآ   1  امد  درر ید ب آب د    +2

 

 

 

 

 

baبو دی  نکته مهم :


 بوa

bو 


امد  درکر پس به تمآم بو دیزآ  ودقع  ی د   صکفحه ر ز  bو   aو بو صکفحه بو دی  

)( bو  aبو تمآم تو  ب زآ     baامد  درر   bnam


 ر ز امد  درر    +
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بو دی بکآ تصککککآو   51سثکآل ),,(و:  و  121 −=a  و),,( mb درکد  بکه د د   کددم سقکآ  و    =42 ب حکآصکککک   mسفووض 

)).(( baba +  بودبو صفو درر؟ 

 m=−2( فقط2=m   2( فقط1

  m( زو اد  حق قی  m   4( ز   سقددی  3

 

 

 

kjiaبو دیزکآ :    52سثکآل 23 kjibو    =−+ ++= بو دیزکآ   2 بو  بو دی  baسفووضکککنکد   کددم  و   7+8

ba 911  امد  درر؟  −

1)),,( 613    2)),,( 126 −−   

3)),,( 1262 −−    4)),,( 513 −    

 

aو بو دی: دگو  دو که ب      53سثکآل

bو  


+=18و  b=5و    a=6بکآشکککد    90 میو د      )( baa    حکآصککک  

).( baa  (  85قرودرو   ید ب آب د    +

 

 

 

++=0: دگو    54سثآل cba
     بآشد ثآبر  ن دaccbba ==   
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 مساحت ساخته شده با دو بردار   

baabS

ah
a

h

hbS

==→













=→=

=

2
1

2
12

1





sin

sinsin

 

Sستآحر سثلث رآخیه شد  بآ  و بو دی                         a b= 
1
2

 

 

S  ستآحر سیدد   دلاضلاع رآخیه شد  بآ  و بو دی  a b=  

 

Sسخیصآت یئدس                ستآحر سثلث بآ  دشی   AB AC= 
1
2

 

 

 ستآحر زو چهآی ضلعی  لخدد  بودبو رصف دردد   حآص  ضوب خآیجی  و قلو بدرر سی ا د  نکته :

 

BDACS =
2
1 

 

),,(: ستآحر سثلث و سیدد   دلاضلاع رآخیه شد  بآ  و بو دی  55سثآل 112 −a

),,(و  131b


 ید ب آب د    

 

 

 

): دگو    56سثآل , , )A 1 2 )ب   1 , , )B −3 2 )و   1 , , )C 2 2  ید ب آب د  ABCبآشد ستآحر سثلث   3

 

 

 

 

A 

B 

C 

D 
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),,(: دگو  57آل  سث 321−=a   و),,( 102=bدرکط  و بو دیب ستکآحر سیدد   دلاضکلاع تدل د شکد  تba baو  +3 52 +

 (87قرودرو   ب  ددم درر؟  

1)32    3)23     

3)53   4)35   

 

 

 

رککآ رد   ستککآحر سثلثی  ه بوو   و  یجه سی 30ودحد بآ  لد گو  دو ه  4و   3به طدلهآ    bو   a:  و بو دی   58سثآل

aبو دی  b−2  وa b+3  تدل د شد   ددم درر؟ 2

 

 

 

 

),,(: دگو    59سثآل 262 −=d   و),,( 042 −=d    قلوزآ  سیدد   دلاضلاع بآشد ستآحر سیدد   دلاضلاع ب آب د 

 

 

 

 

 

 ه تکمیلی چند نکت

( . )a b a b a b + =
2 2  1ق  22

.

a b
tg

a b



 2ق =

 3ق

 

).().( و بو دی غ و صککفو بآشککند و  aو   b: دگو    60سثآل ababbbaaba +−+=   ب    و   دو هب اش گآ   2

  ددم درر؟  aو   bبو دی 

.( ) .( )a a b b a b =  =0  
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 حاصل ضرب مختل  سه بردار 

).(    ر  ه بودبو بو دی اد   در 3حآصل وب سخیلط   cba   

 

),,(: دگو    61سثآل 321=a

),,(و    112=b


),,(و   210=c


).(بآشد سللدب درر    cba    و).( bac   و).( cab      

 

 

 

 

 

 

 

 نکته : 

)(.)(. cabcba −=    .( ) .( ) .( )a b c b c a c a b =  =  

 

زموأس بآشکند سقددی اد  ضکوب سخیلط رکه بو دی بودبو حجم سیدد   دلتکلدح درکر   ه رکه بو دی تدکل      c , b , aدگو  

 سی  زند

 

  

 

 

دلتکلدح   ی  ن صکفحه بآشکندب  د   درکر  ه حجم سیدد    cو  bو   aشکوط لا م و  آفی بود  د    ه رکه بو دی نکته :

  زآ صفو شد    عنی به ابآیت   گو :   بو اشبنآ شد

 

رکه بو دی غ و صکفو و غ وودقع  ی  ن صکفحه بآشکندب سقددی  ددم گز نه بآ رکآ و   فوق  دی ؟    cو  bو   aدگو  :   62سثآل

   (84)سراسری 

1  )).( bca  2)  ).( cba   

3)  ).( cab  4)  bca ).(  

a 

b c 

. 
+ 

= ).( cba  

.( )a b c   = حجم سیدد   دلتلدح 
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))).(()((رکه بو دی غ و صکفو بآشکند خلاصکه شکد  cو  bو   a: دگو    63سثآل accbba −+−2  قرکودرکو    ددم درکر؟

90) 
 1)).( cba   2  ))( cba 2    

3)).( cba 3  4  صفو ) 

 

 

 

 

),,(ید چنآش ب آب د  ه ره بو دی  mسقددی   :  64سثآل ma ),,(ب 12 310b   و),,( 101c    ی  ن صفحه قودی گ ورد  

 

 

 

),,(: دگو    65سثآل 12 −= ma

),,(و    112=b


bacو  


چقدی بآشککد تآ رککه بو دی  ی  ن صککفحه قودی    mبآشککد    =+2

 گ و ؟  

 

 

 

 

 

),,(صکآو  و بو دی بآ ت:    66سثآل 321 −=a   و),,( 112 −=b   دلتکلدح  ه بو یو  رکه  سفووض زتکیند  حجم سیدد

 (93قرودرو   رآخیه شد ب  ددم درر؟     baو   bب   aبو دی 

1  )54 2  )72    

3  )75 4  )80 

 

++=0: دگو    67سثآل accbba   ی  ن صفحه قودی  دیرد؟  بآشد ثآبر  ن د ره بو دی 

 

            

  

 



 

 

 

68 

   3کتاب درسی فصل مهم  تمرینات 
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